
                            

  

   :��1%�� ر.- 

	 آ� ���رة �
� 	�ت ا����رات ا�����	 و ��د ���  :أآ�� ������ل ا�

 �  :2n�m ( ، &%$� ��د ! �� #���" n #���" ��� ��د ! ��**  m=: ( )P  

 ** "
�

" M&%$� ��د ��
 � x �)&��  :x�( ��� ��د � M≤ :  ( )Q  

 ** "
�

" ���m ��د ��
 � 2�x  ( &%$� ��د � 1 0x mx− + = : ( )R   

  :ا���اب 
 **( ) ( )( ): : 2P n m n m∀ ∈ ∃ ∈ =ℕ ℕ  

 **( ) ( )( ): :Q M x x M∃ ∈ ∀ ∈ ≤ℝ ℝ   

 **( ) ( )( ) 2: : 1 0R m x x mx∀ ∈ ∃ ∈ − + =ℝ ℝ  

   :��2%�� ر.- 

	 آ� +(*� �
� 	  :��د -," ا����رات ا�����	 و ��د ��

1 (( ) : 13 5 8P ≥ +  

2 (( )( ) 2: 2 0Q x x x∃ ∈ − + =ℝ  

3 (( )( ) ( ) :R x y x y∀ ∈ ∃ ∈ <ℝ ℝ   

4 (( ) ( ) 2: 1 0S x x x∀ ∈ + − ≥ℝ  

5 (( ) ( ) 2: 0T x x∀ ∈ >ℝ  

  
  :ا���اب 

1  (( )7 : 13 5 8P < +     


�رن ا���د&5 ������4ت - :( )2

13 ) و =13 )2

5 8 13 2 40+ = 5 و+(7 + 8 13+ >   

)إذن ا����رة  )7P7)+و 	 � !  ( )P 	:#�; .  

2 (( )( ) 27 : 2 0Q x x x∀ ∈ − + ≠ℝ  

�= ا���د�	 + �> - :1 8 7 0∆ = − = −    إذن ا���د�	 ��? �*� �� >
)  و ������"  ا����رة  )7Q 7)+و 	 � ! ( )Q 	:#�; .  

3 (( ) ( )( )7 :R x y x y∃ ∈ ∀ ∈ ≥ℝ ℝ   

)ا����رة  )R	 � ! )  "
�

" A xن ��� ��د ��
1y &%$� ��د � x= + (� � :x y< (.  

4 (( ) ( ) 27 : 1 0S x x x∃ ∈ + − <ℝ  

)ا����رة  )S	 � !  نA   )   : "
�
���x �)&��  :2 ��د � 21 x x x+ ≥ = (  

5 (( )( ) 27 : 0T x x∃ ∈ ≤ℝ  

) ا����رة  )7T"
�
 ! 0x� 	 A-7 &%$� ��د � = (� �  :0 )��رة   و+(7 ا��≥0 )T 	:#�; رة��� .  

   :��3%�� ر.- 
5 ������ل اD���Eل ����Cل ا��Bد أن ا����رة ا�����	 ;�#:	 ��.  

( )( )( )* * 1 1 1
: ....

1
P n m

n n m
∀ ∈ ∀ ∈ + + + ∈

+
ℕ ℕ ℕ  

  :ا���اب 

)�( �د -," ا����رة **  )P FG� �H -  :( ) ( ) ( )* * 1 1 1
7 : ....

1
P n m

n n m
∃ ∈ ∃ ∈ + + + ∉

+
ℕ ℕ ℕ   

IB- : 1n 2m و = 
�ن ا����رة  . =
� أن ا���د&5 & �( )7P نA  :
1 1 3

1 2 2
+ = ∉ℕ.   

)إذن  )7P 7)+و 	 �رة ! ��� ( )P 	:#�; رة��� .  
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   :��4%�� ر.- 
5 ������ل ��-%ن اG��D=ام ا��Bد ���G? أن ��:  

 **( )( ) : 0 1
x y

x y x
x y

−∀ ∈ ∀ ∈ ≠ ⇒ ≠ −
+

ℝ ℝ.   

 **( )( ) 2 2
: 0

1 1

x y
x y xy xو y

x x y y

 
∀ ∈ ∀ ∈ ≠ ≠ ⇒ ≠ + + + + 

ℝ ℝ.   

  :ا���اب 

): ��" -��5 أن ***  )( ) : 0 1
x y

x y x
x y

−∀ ∈ ∀ ∈ ≠ ⇒ ≠ −
+

ℝ ℝ   

):        -��5 أن  )( ) : 1 0
x y

x y x
x y

−∀ ∈ ∀ ∈ = − ⇒ =
+

ℝ ℝ.   

        5���x و y (� � 5�
�
1:  ��د&5 �
x y

x y

− = −
+

x   إذن    y x y− = − 2   و+(7   − 0x 0x:  و ������" = =   

)  :       إذن  )( ) : 1 0
x y

x y x
x y

−∀ ∈ ∀ ∈ = − ⇒ =
+

ℝ ℝ 7)+و ( )( ) : 0 1
x y

x y x
x y

−∀ ∈ ∀ ∈ ≠ ⇒ ≠ −
+

ℝ ℝ  

): ��" -��5 أن ***  )( ) 2 2
: 0

1 1

x y
x y xy xو y

x x y y

 
∀ ∈ ∀ ∈ ≠ ≠ ⇒ ≠ + + + + 

ℝ ℝ   

):      &�," أن -��5 أن  )( ) 2 2
: 0

1 1

x y
x y xy أو x y

x x y y

 
∀ ∈ ∀ ∈ = ⇒ = = + + + + 

ℝ ℝ   

 5���   x و y(� � 5�
�
:   ��د&5 �
2 21 1

x y

x x y y
=

+ + + +
2 و+(7  2xy xy x yx xy y+ + = + :  و ������" +

2 2 0xy yx xy xy x y− + − + − ) إذن = ) ( ) 0xy y x x y− + − ) و+(7 = ) ( )1 0xy y x− − 1 و ������" = 0xy أو y x= − =   

K�)�>-1xy أ;�4ا أن  أو x y= =.  
  

): إذن  )( ) 2 2
: 0

1 1

x y
x y xy أو x y

x x y y

 
∀ ∈ ∀ ∈ = ⇒ = = + + + + 

ℝ ℝ   

)و+(7  )( ) 2 2
: 0

1 1

x y
x y xy xو y

x x y y

 
∀ ∈ ∀ ∈ ≠ ≠ ⇒ ≠ + + + + 

ℝ ℝ  

   :��5%�� ر.- 
  :ا����ل ��-%ن �HL ا� �Dت  

1 ( 	�%M2:  ا���د�	 ا�����	 L ��ℝ" ا� 1x x− =.  

) �����G� Nد �3�5 أن ا���د ) 2 )( )1 2n n n+ +�  ��n ∈ℕ.   

  :ا���اب 
�2 � ا���د�	 ا�����	 ) 1 1x x− = "� ℝ رة�O1 - �د إx   . L" $�ول ��OPرات x و −

  : -<�(�K أن 
]L" ا��Mل  [1,+∞  

1 1x x− = x و − x=   

 ��Qا� FG� ��HR 	د���  :و+(SL 7ن ا�

( )2 1x x− =  

2 2x x− =  
2x =  

]و  [2 1,∈ +∞  

  
  

]L" ا��Mل  ]0,1  

1 1x x− = − x و + x=   

 ��Qا� FG� ��HR 	د���  :و+(SL 7ن ا�

( )2 1x x− + =  

2 2x x− + =  
3 2x− = −  

2

3
x =  

]و  ]2
0,1

3
∈  

[L" ا��Mل  ],0−∞  

1 1x x− = − x و + x= −   

 ��Qا� FG� ��HR 	د���  :و+(SL 7ن ا�

( )2 1x x− + = −  

2 2x x− + = −  
2x− = −  
2x =  

[و  ]2 ,0∉ −∞  

ذن إ
2

,2
3

S
 =  
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) �����G� Nد �3(��5 أن ا���د ) 2 )( )1 2n n n+ + ��� n ∈ℕ.   

 5���n "���# �� ! د�� .  
FG� � :3n ا�NG�-n��&  ��Q أن آ� ��د ! �� #���"  k=3 أو 1n k= 3 أو + 2n k= + (� � k ∈ℕ.   

  :ا�'��( ا�و�� 
3n: إذا آ�ن  k= (� � k ∈ℕ.   

):       SLن  )( )1 2n n n+ +   

         ( )( )3 3 1 3 2k k k= + +   

     ( )( )3 3 1 3 2k k k= + +     

)و+(7  )( )1 2n n n+    .��G� T��B+ 3د +

  
  

  :ا�'��( ا��6 5( 
3: إذا آ�ن  1n k= + (� � k ∈ℕ.   

):           SLن  )( )1 2n n n+ +   

    ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 3k k k= + + +   

    ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 1k k k= + + +   

( ) ( )( )3 3 1 3 2 1k k k= + + +    

)و+(7  )( )1 2n n n+    .��G� T��B+ 3د +

  :ا�'��( ا��6�6( 
3: إذا آ�ن  2n k= + (� � k ∈ℕ.   

)    :    SLن  )( )1 2n n n+ +   

   ( ) ( )( )3 2 3 3 3 4k k k= + + +   

   ( ) ( ) ( )3 2 3 1 3 4k k k= + + +   

( )( )( )3 3 2 1 3 4k k k= + + +     

)و+(7  )( )1 2n n n+    .��G� T��B+ 3د +

) -<�(�K أن ا���د و أ;�4ا )( )1 2n n n+ ��G� T��B+ 3 ��� nد + ∈ℕ.   

   :��6%�� ر.- 
�%;: أن ��< 

�5<
:   

1    (
( )( )2 2 2 *1 2 1

1 2 ......
6

n n n
n n

+ +
+ + + = ∀ ∈ℕ  

2 (10 1n − FG� 	>

�� ا�& 9 ���   *n∀ ∈ℕ.   
3  (24: 2nn n∀ ≥ ≥ 

  
  :ا���اب 

�1nن إذا آ: ��&(� **  ) 1 SL  :2ن = 2 21 2 ...... 1n+ + +  و =
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 1 2 1 1 6

1
6 6 6

n n n+ + + × +
= = =   

 4H)� ولA 	�>)��� 	 � ! 1   و+(7 ا����رةn =.   

 **     5���*n ∈ℕ .  ــ� 	(<���� 	 �4ض ا����رة ! �,-n أن F)��  :
( )( )2 2 2 1 2 1

1 2 ......
6

n n n
n

+ +
+ + + =.   

�1n(��5 أن ا����رة ! � 	 ���(<�	 �ــ     **  �(F أن +�  :( ) ( )( ) ( )22 2 2 1 2 2 3
1 2 ...... 1

6

n n n
n n

+ + +
+ + + + + =   

L 1n" ا�����4 اAول �ــ n-�%ض                             (  + "-�C4 ا��ا���� �)�X�& (  

 �)&��                                        :( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 21 2 ...... 1 1 2 ...... 1n n n n+ + + + + = + + + + +   

                                       
( ) ( ) ( )2

1 2 1 6 1

6 6

n n n n+ + +
= +  

( )( ) ( )21 2 1
1

6

n n n
n

+ +
= + +   

                                     
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 6 11 2 1 6 1

6 6

n n n nn n n n + + + + + + + +  = =   

                                                
( ) ( )( )22 1 2 7 61 2 6 6

6 6

n n nn n n n  + + ++ + + + = =   

�= ا���د�	 22  ������ل + 7 6 0n n+ + �YZC� Z�	 ا� �ود =�R K�)�>- 22 7 6n n+    : و+(7 +

                                         
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
1 2 2

1 2 3 22
6 6

n n n
n n n

 + × × + +  + × + + = =    

):                           و+(7  ) ( )( ) ( )22 2 2 1 2 2 3
1 2 ...... 1

6

n n n
n n

+ + +
+ + + + + =         

                                 :و ������" 
( )( )2 2 2 *1 2 1

1 2 ......
6

n n n
n n

+ +
+ + + = ∀ ∈ℕ    

�10(��5 أن ) 2  1n − FG� 	>

�� ا�& 9 ���   *n∀ ∈ℕ.   
1nإذا آ�ن : ��&(� **   SL :110ن   = 1 10 1 10 1 9n − = − = − 110 و+(7 = 1− FG� 	>

�� ا�& 4  (    .9H)� ولA 	�>)��� ا����رة 	 !(  
**   5���*n ∈ℕ . 	�>)��� 	 � ! ــ -,�4ض ا����رة� n أن F)�� . :   10 1n − FG� 	>

�� ا�& 9                          
�1n(��5 أن ا����رة ! � 	 ���(<�	 �ــ **  110:  ��(F أن + 1n+ − FG� 	>

�� ا�& 9  .   
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 �)&�� :110 1 10 10 1n n+ − = × −  
10و �� أن  1n − FG� 	>
 � 10�SL k (-7 &%$� ��د ! �� !���" 9 &
�� ا� 1 9n k− =  

10: و+(7  9 1n k= +.   
): و ������"  ) ( )110 1 10 10 1 10 9 1 1 90 10 1 90 9 9 10 1n n k k k k+ − = × − = × + − = + − = + = +  

110: إذن  1n+ − FG� 	>

�� ا�& 9.   
10و+(7 �<� +��أا��SL I$4ن  1n − FG� 	>

�� ا�& 9 ���   *n∀ ∈ℕ.  

:24 �(��5 أن )3 2nn n∀ ≥ ≥.   

4nإذا آ�ن : ��&(� **   SL  42ن = 2 16n = 2  و = 24 16n = 22n  و+(7 = n≥ ) .  4H)� ولA 	�>)��� ا����رة 	 !(  
  ** 5���4n 22:  ��(F أن n-,�4ض ا����رة ! � 	 ���(<�	 �ــ  . ≤n n≥                       .     

�1n(��5 أن ا����رة ! � 	 ���(<�	 �ــ **  �(F أن +�  :( )212 1n n+ ≥ +.   

 �)&�� :12 2 2n n+ = 22n:  و �� أن × n≥ I$44اض ا���Lن �<� إSL 22 2 2n n× ≥  
1: و +(SL 7ن  22 2n n+ ≥   

): &�," ا]ن أن -��5 أن  )222 1n n≥ +.   

 �)&��             :( )22 2 2 22 1 2 2 1 2 1 0n n n n n n n≥ + ⇔ ≥ + + ⇔ − − ≥    

�2( �د +�= YZY�	 ا� �ود 2 1n n− − : 8∆ 2ا���د�	  إذن = 2 1 0n n− − = 5�,G�\+ 5�G� ��
R 1 1 و +2 2−.   

�4� أن n SL 1ن ≤ 2n ≥ 2 و+(SL 7ن + 2 1 0n n− − ≥   

): و ������"  )222 1n n≥ 1 إذن + 22 2n n+ ) &�(" أن ≤ )212 1n n+ ≥ 1n! 	 ا����رة ���(<�	 �ـ  ( + +.   

:24: إذن  2nn n∀ ≥ ≥.   
 ر.- 

�
�A$ل >��)�?(   7#Bا(  

1(  5��� xy و z 	�
�
  . أ��اد �

 	��5 أن ا�([

2 3 3

3 2 3

2

x y

y x

y z

− >
 − ≥
 − ≤

 Z� ��
R D .   

):  ��? $�را �G �ود&	  �0�5 أن ) 2 ) 4 12 1P x x x= + −.  

  :ا���اب 

-,�4ض أن ا�([	 ا�����	 ) 1

2 3 3

3 2 3

2

x y

y x

y z

− >
 − ≥
 − ≤

 Z� ��
R ( ), ,x y z   

 �)&�� :2 3 3x y− 3 و < 2 3y x− ) إذن ≤ ) ( )2 3 3 2 3 3x y y x− + − > 0:  و ������" + 6> I+ _��)R 0 و ه`ا 6<.   

 	و+(SL 7ن ا�([

2 3 3

3 2 3

2

x y

y x

y z

− >
 − ≥
 − ≤

 Z� ��
R D .  

) $�ر �G �ود&	 �0(,�4ض أن ) 2 ) 4 12 1P x x x= + ) إذا − )0 0P =.   

):و ��&(�  )0 1P = 0 إذن − 1= − _��)R FG� �H )L   

):  ��? $�را �G �ود&	  0و ������"   ) 4 12 1P x x x= + −.   
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