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NOMBRES COMPLEXES (Partie 1)

I) LENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES
1) Définition d’'un nombre complexe.

1.1 L’ensemble E ; définition et vocabulaire: O n
admet lgwexi st e

sappell es des nombres <c
1n OE
2) On dO®feinsietneEkdleanys d p ®r

appel ®es | lamslomme! ie¢ at i
m° mes propr i GR,@&shseueb |da

nombres r ®el s.

3)@hsenecloent i ent un non®
et quii*v®rifie

4) Tout nomhis®crciompeé te x @ g
uni que oodmiepletsont de
5) Lesa@weéeél l e | a partie
complde x ®n F&¢ ) t

6) Lesa@eéeél l e | a partie

complde x®n Je&ckp)t
7)®tri bufe pppe®etrei ture

al g®brique du mombre co
Exemples

ALes nombrps0J2sod/t4d des
rel s donc ce sont Causs|
Aé @li de du nombre i dt d
iv2. .. sont Caussi dans
AAvec les additions, | ef{
aussi Cdalnis 2+2

THEOREME :So i @n x tye tzi= x #y

(xy)i R et (x;y)i R°"deux nombres
A = X
z:zUie I_
iy=v
Ll®criture @ahg®bmbgeecdm
uni que.

U NE seemrss eRm b

PREUVE:Soi enx Hye tzi=x iHyd e u X

complexeszztzels gue

]rmenﬁ

Il e Xeys:Xh':ﬁ| v)&ir(iwt iye

ﬁta-i SN n aanbss upradye y:,0aslior s

on qui ont Iles

w5 X @t ant un r®el, on 4
yi- 'y

re non r®el not®

contradi cityi=zget Dond®dui

- grq% (foHc: X=X

la Tt cs‘lproque est cl air
r®e| du nombr: e,

Remarque : z= x +y etan, y5|

. . AV — —_ Z
1) Pay9 " b¢ r0e2) du, ;ER@(B)FBG( )

iy=0 1im(z)=1m( z)

13I1?emarue

T?@ﬁsenﬂbelset total emé&sit o

di rldad™ (2 WwOwé aOw)

Qdm}ﬂlﬁ@gnble des nonidbgte spad

ordo

14Bees§ous éng@emﬁl&tdeE de

Q3& s OHbid kOEMERALE! 8B
une paeiitlioea)deownt W

aN g "Od¢q) 0=
2)%%@%%@%9%”'u‘h%nép%mﬁﬁ’&ltI(

n ol

éo e & 8)

)] LE OPERATIONS DANSE.

1) L’addition dans E.

1.1 Définition

Définition :S o i &7+ Qe oNjeNj O e u x
ppekeesscompl exes.

La somme des n o mdertbgss tc ol
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Lensemble des i nmgifwan)y ¢
Gve Y@ 0=

3R Q@RE etaz@=0{

(Rveut dire strictement
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v+ ONjER+ ) )

On en d ®dyig+taN))gYues
Oda+ dNj) Odg) "CdoN;j)

1.2 Propriétés

Laddi t i dnn sdeanmsbslsd
1Associladz,izyB)N EY

YHENp t

(4+2) z=27+ 3(+2))

2 Commut alt(d GNPE?)Q(+ ENjaNj o)+

3P e®It®Mment n éutdrie ipaau rd
(oavE) (@=a+ 0 =

4 Chaque ®&ldAamemntun sy m®t f
@ pposenoded a+(d () o=0

On digmwnuieadeilti on est

commutatif, @&n #E note

1.3 La différence de deux nombres complexes.
Soi éemmtNj eux nombres comp
G=w+Que tNjeNj " Mj a di f f @e &N s §

5La multiplication est

@dditien dans
¢ (2,2, 2)VEY) 1 (n(+z) zFHz+1z1 2)
2.3 Le quotient de deux complexes.

Soi énd+ QetNjsNj'Md eux nombr

est | e e obdidmev ¢ rd@det dee n
A e
anosm(ql\ﬁ)

2.3 Regles de calculs dans E

Tbguesappel ® gbhesadeonsal

sont vr & es dans

AL Bg=" Q@=P €0 oNg=u 0

R&T=1etld(ng " =aTal é T da)t 0t Q
a1

3e)zxe‘$tels que

4 )58 = o0 s

sommedgadweec | e s ydNRtsitdigue "de

a+( aNp @ n il a amnoljt e 5)2""=2"1 7"

'T ONJEFT ) L+ Nj) i

2) La multiplication dans E. 6)(2“) =Z""

2.1 Définition :

Comme | a multisplld)lcamgnﬂdzlh-lm’é%da;)m(sil ¥z . +'Z¥F l”i)

aon peut d®finir Bda mulftiplication dans

par : 8oi+&E®NSNj" O eux nompr.es 1. 7™
8Bl all assl +Z2 # .+ 2+—=

compl exes. B 1- 7

Le produit des nierises [leompl exes _

nombre comml @k@f inmite® pa S O:mme des @utneer maus tde g ®o n

al oNjE+ Q0 INj "Oj)crlj o Qdfp  |Application: Tr ouver | a for me

i2= 1 d®t erminer | a parties r

al aNj (C=6jto &j) "@o-j o)) nombres complexes suiva

2.2 Propriétés : 4 ( I)( I)( I) % ( \/_)

La multipl®oathneersadans I23:1-3' A 7 =(1 4)°

1) Assok(izag, pwed) : ( 3-i Y 3-2

(41 2) d=2z1 z(0 z)) Solution :1 )

2) Commu( (& &N eZRAl GNjaNj d) - 6 5 a=bi

o A IR =6 5 a=bid = t =

3) 1®ke®mMeht neutre pour ZiIa m&llt Pnp():ﬁel(z‘éa??clnmrgzl) >

dares ! gee) (B=41 19 = AP g,

4) Chaque ®| @name Dan ngpz?_(lﬂ“/é) £ 3+f3(“/_$) 31*(‘/—8) 3(‘/_'3)

sym®t r i g uden \aerpsndo ®d@ou 4 |
z

Etonaz3l =1
Z

On digemygmuie de | a multip
commutatif, @&hllle note
En plus des 8 pr o@ddi®tt i®
mul tiplic@antseomhldaags al un

commune entre | es deux

z,=1 8/3 3 3 33
car Iim(z,)=0

! Calt.-i(iozll- §)f3’t+)u§+9§ 04 P
B)azl = — — (= : : = - 2
sn qaids v i)Biiknt 91 10
e [Br gpr3i Pt ®

8=0 R

Prof/ATMANI NAJIB

4
5

FOQy qg 50 TE gonc Re(z) :get Im(z) =

compl exidjsi @@quot i entd@ednj$

e S

ot

cd

®t
a |
® e |
nt

http:// xriadiat.e _-monsite.com 2




1+ _(1+)(34) 342 3 2 1L b+ 1.

3-2 (3-2)(3 2  9-4° 13 13
= 4)° i) (=2 4 i )
z=(2i) 2 © 32 (1% i 3

[

1

4) z,=

est un i magiRgg)=0e pur c
REMARQUES :

Lorsque Im(z) = 0, =z =
Lorsque Re(2zz) = i b est 4

lll) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES.
1)L’interprétation géométrique et représentation

d’un nombre complexe

Le plvanes{ muni du rep
T(Ouv); eth2lseoipgl an vectwr.
Sodax®M+Qdn nombre comp&éx

est associ® "0Odanpol ®t.p
L@ ppl i ceaft(¥)on

am o (& 0
0W=Y®) @tof) esnt biject,i
1) LeO paopgmed magé du nomQ

dans | @ephppl (cation
2) Le casaplpetdfei xe ddu p
on ®aF¥dBFND ebn WOt QD
3)@ppl i cedltbzon

am u (0
0W=Y® @tOodd) est une bi]j
4L e veglsﬁepupec‘dmaegé du no
compl exe dahs | e plan (
5) Le casaplpesdfei te duponv
®c ré=t"F@) on: BT H+HTAD
6) Ley)pappell e un plan
7) @& Q;u)s@ppeéh*e rdi@esl| s
b)axgvisappedxe des ismagi
Dans tout qui va suivre
dun r epO;uv

Miz=a+il)

=

O a axe des réels

REMARQUES :

1)Les complexes z = aN R sont des nombres
réels et sont représentés sursurl 6 a x e
Réels.

2)Les complexes z = ib, b N R sont des
imaginaires purs et sont représentés
hobaxe des maginaires
3)Le plan est alors appelé plan complexe.

Exerﬁp?etl Da®%! 1 e plan compl
PePo® nlt ' nfa“gi;l fnpatxI EnesPtld s
ARe (1 z2) =

Al m( z) 3

~ JARee (o0zr)t h=o nIonn(rrz@

i ol

de

i p

{

Ac e ner~i M

__;__

Im(z) =3

Re(z) =2

RblLeseopérations sur les affixes.
Propriété :So i eptvdeux vectmur
Dehdeux point s yddeun

PRt adur

LY@ o 6=6
eleQ) w:Q\Q) u=v
2 Yo'+ v) FAID) OFan)

o]

3Le baryc2npoient sepond®
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Ir e® ¢

3§ KF & qi)
4 Yo "TAB) AN T "G ol On

ﬁr@phéﬁe

1he sBo'uq%'ﬁur‘F‘f’éné’é(ﬁé(r‘?)t Cafrd  aMil
AZA+%

2

2)Le baryc2npoent sepond®
o~ 2 az,+ tg,

O=0 o{iq,1 ) 0,7 ) } TE—a

2

ur

e X
U

gl

r ®

r ®

http:// xriadiat.e _-monsite.com 3




on a

'O=0 &iq,| ) 0,7 X O,rX}

3) Condition complexe d’alignement de 3 points

Propriété :Soi é,de bt roi s point

Lhelgptlctif s

pl aaf di xes

Solutions :1 )& fIf i x e Aeuz,p20-3int

@ ffixe Bestzpbt#nt
_az+ by, + g
a+ b+ g &affixe CeuzpbRint

P) e W) s FRT D oy

Soi et rois points @fst
respe &t Zfestz. : z.=(14) (2 3 =4
On saiit que 3)Z=ZA+ZB 234+ 3 2 _3:,
0,6etbsont al (Mguma®gAC=| AB) ! 2 2 2 2
M " A) (T %=1 (%" Z)) %% (1+2) {2 38) -1 4
o as 2z @) (23) 14
e 4
(M N s) ;B(_—ZA—l) Z - zAN” _(-14&)( t 4) 1+4 -5 =20

s O]

| es ppdiedtssont al i gn®s si|®%e slgullgmlgnt S i
Z.- 2 Donc | esOo,pebmé ssont pas
. ZANH 5) |l e bar g,cedyt(3dre {
B~ ‘A
: _az,+ bp +g 2z gz 34
Exemple1.50|e°;1t dans |l e pl adas LA e 3y
p oi nA(lsti)et B%+2i et c(-1 -)
¢ 2(2-3) -1 1 PF+6-i 3 1
Montrer qgue Ol0Geesdsloenst mdiirg;ﬁs@(s.)l( -}:& )- L2 5
. . 2-1 43 4 2 4
Solutions :
I 1., 6) ABCD est un parallélogramme si et seulement
-4 _2 - _ 2 =1--R
-z 1 4i- 12 '-2%%4}8 2 Si AB=DCc 0 exglite:z,- z, =z %
Donic | es loetse Opwinntt sal i gNn@®s=z +z =z
Exemple2:s oi ent dans | e plan complexe | es
. On en déduit en remplacant par les données :
p oi nA(%-3) et B(L1) et C(1,2)
. . z,=1® 2 3 1+ 2 B
l1beterminer | es AétfBiex@?3 Exe(ilcer'cal'po' nt s
2) Det erémiiniexel| AB vecteySCient dans le plan com
) A;B;C;D; mBfdd xes respect
3) D®t efrfiineer mdd 6gu de || _
AMontrer quedeBsepoomt spZasltietz =3+2 etz =2-ietz,=-2
ali gn®s.
5PD®t erminer | eo,bad)ykie(dtlete: =Re { (
6D®te.r“n';'a|‘1"r’1f_e|rx el Gpw upoiqute 1ﬁ?eprésentercespoid1a|$s l e pl an
guadr iolcaotOorn ¢ un par al l ®|299rD"®'i”%fnﬂin'ﬁmi ldiedy de |
3) Det e @amifn exre | AR vect e

ZC-ZAZZl-i _—.gl'_.}| N
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4) montrer queod @Oxtu admr i
parall ®l ogr amme
Solution: 1)

B=(3.2

1 1=(2,1.5)
.A_(y”/'7

‘Oni | i eduj .d eD dIn=dB doncz - z =z 7
Donc : Z =54 donc : Z =&2+1I+=2 42§i
Doncn%;;g

3)z.=% -2 F 2+ (1-) B 2 1+ 2
4)il suffit de monter que : AB= DC

Ona:z, =2 +

Ze=% "% 2z i-(2)-2 i

Donc : z,, = z. par suite : AB=DC

Donc:l e quadordiolostt muen par g

IV) LE CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE.
Définition : Soit le nombre complexe &= &+ "Q®
(et wsont des réels) ; le nombre complexe

qudon zetqutestégaled z=®-"Q0
S 6 a p pescbnjugué du nombre complexe &

| 6afAdeisxe | dea fdMH X e
de

Sizest

sym®tri que M par rap

s
b M'(z)

|l at re , . . - ,
Exemple :1)z=2 8 son conjugué est z=2 -3

2) z=3i ¥ son conjugué est z= 3i 68

3) z=3 /6 son conjugué est z=3 /6

4) -7 =%2 2;-5 B -5 i%3i2+ 3i:

Propriété : (Régles de calculs) zi C et zjl C

1)si z=x 4y alors z3 z =X+

2)z=z 3)z-z2im(2  4) z+z 2Re( 2

55zi RUz=z 6 ziiRUz+z 6

7Vz+7Z =z % 8) 227 =z %

al 51 4z 6z _
9 g= 10 g= siz, O
)z 87 19 g 07 92
11) (2)=(2)" ni z
12) z=/z "ziCet"/ IR
PREUVE :
A On pr8®uve 1| a
On ®crit | es compl exes

algfheique ‘gz a Mingeec al R et bi R
Et zi=a biavec aji R et bii R

Onaalors: 22z §a ®)(aiby

z3 74 =aa j#abi jbai bb ( as bb-(i ab+iba

z3 7z =aa j8bi ibai bb ( ad bh-(i ab-ibp

Déautre part

Prof/ATMANI NAJIB

par=a bl @l Braaeh) d e shjr ®el s .
73 7 =aa jiab a&bi bb (a3 bh-(i ab-ibp
Ce qui donne bien | 6®ga
A On prouve la 9)
Ona:zL 4 donc: 221 4 donc 22 & 04
2 2 ® 0
al g1
Donc : = cqfd
& 97
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A On prouve |l a 10)
Ona: 2=z = doncgeé 8 ziggi

z z CZ = ¢z

azi - 1 — 1, z
doncgeégi% z iz 2

cZ + z z z

AL 6 ®g a1l de démnontre par récurrence si
ni N

En effet : n= Oona( ) (z) car1=1

Supposons que ( )
(_Z)n+1 "
(F

(_z)n "niN

Montrons que : (z")

(z7)=7 2z 2

2

N

Donc : m

Si n est négatifalorsm= n N
Donc :

N_(,m &1 61 1 —\-m  —yn
@)= & o5 g (7 O
Donc : m:(_z)n "niz
Exemplel : Démontrer que S=(1 +)° (¢ i) est
un nombre réel.

Solution :On a:
(@ iy (1=

(£ i)+ s

S=(1 +)

-

S est donc bien un nombre réel.

) (1 (20)

é_

Exemple2 : onpose: j= —; i+\/2—§

et S= " -j" ni zZ

1)montrer que : j°=]

2)Démontrer que : SI IR "niz

Solution :1)
Q 2~ 2 2 ~

,_ 41 Y304 1%, 143 #3° 4 3
—gp— I+— F— A 2—1— | gt -3
£2 28F297272 & W

Prof/ATMANI NAJIB

=(1#)

NE

4

N

slé

Y

2)il suffit de montrer que : S+ S

ses=r 3 1-(F 0 67
ses 47 4 (7] T ()= ﬁ“ i
S+s=] § & j-o0

S est donc bien un imaginaire pur
Exemple3 : soit ui C telque ul R

Montrer que : ("2 1C) i+ug #1 & 20 zI R
Solution :1) soit zi C tel que :

[1+uZ =it1 I #

Donc : [L+uZ” :FI' ot #21

(1+u)(1+) A w0 u}

(1+uz)(1 +IJ_% (:i I 3(@ u_> Car:u=u

Donc :
Donc :

Donc: 1+uz +uz Huzz 1= u¥ Uz uu

uz+uz UZ ‘l:l

(u- a)z -(_u L)_z 0:
Donc : (u- a)(z -_% G

Et puisque : u- u .0 car ul R

Donc :

Donc :

Donc: z- z © Donc: z=z

Donc: zl R
Exercice 2: zi C

Ecrire en fonction de z le conjugué des nombres

complexes suivants :

Dz=24(5H 2z=226 3z=221
Solution :

1) z=(24)(5 1) (2i)45°F) (2i)5i)})

2) Z,=2z Bi 2z 5¢ 2= 5
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3)7 =

Z-
-3z
Exercice 3: Résoudre dans E les équations
suivantes :

1) 2z+iz 5 4i 2) z=2z -2 6i
Solution :1 )zl C

donc: $x IR et By IR /z=x +yi

2z+iz 5 4i Yx ¥ i(* v)-5 4
62x+y 5
(2x+y) 4(2y % 5=4i- ;0 7
i2y+x =4
g2x+y 5 @x y 5 o é2x+y 5
-4y -2x 8 [dy 2¢ x+y & 5= By a3 -133
14
Donc : X =—— par suite: zzg' i?’i
3 3 3
Donc : s_‘fl_4 A3,
3 3

2)zi C donc: $x IR et $y 1R /z=x +yi

z=2z-2 6 W y 2Ax y)-2 6
Donc : S={2 +}
Exerciced:dans | e plan compl

nombr e c O ragsditekledi mage d

complexe zeton pose: U =(z -2i)(_z 1)

Et z= X +yiavec xi R et yi R

1)écrire en fonction de x et y la partie réel et la
partie imaginaire de U

2)D®t er mi ner (D)despoisteind due
plan tels que : U est réel

3)D®t er mi ner (d)despoisteind | e
tels que : U est imaginaire pur

Solution :1 )z= x +yiavec xI R et yi R

Donc: U =(x #i 2i)(x yi 1)

Prof/ATMANI NAJIB

Donc : U =(x

4y 2)((x 2 vi}
Donc:uU=(xX # x 23 i(+ 2x 2
Donc: Re(U)=x* #* x 2yetim(U)= y 2x 2
2) Uestréelssi Im(U)=0u (D): y 2x 2+ 0

Donc: | 0 e n(p)desipoints O (¢) du plan tels

que : Uestréelestladroited 6 ®quati on

(D): y 2x 2+ 0

3) U est imaginaire pur ssi Re(U)=0

UxX+y -x 2y 0
1. 31% "
Ux2-23—x%8 F+2 ty P+
g - -
4 1% . 5 a1° 5 .. &/5¢
US-= 84y O = wio- @4 2
ooV T Ve Y 8,

| 6 e ns ¢Chabslpeints 0 (0) tels que : U est

imaginaire pur est le cercle de centre : Wa;%;l
¢

et de rayon : R:@

BX8GCe®'n consi d®re | e

A) Résoudie dans E les équations suivantes :
1)2z-3z4 2 C  2)z+(1-)z 3 2 O

3)(3+i)z 4z =i
B) Déterminer les ensembles suivants :

- 2i

1) (E1) ={i 1

Nﬂ}

2) (E2) =

+i "R

Exercice6 :Démontrer que :

(\/5 )2n+l( Jé) est un nombre

réel"nliZ

S
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Solution :On a :

(- 4 6 )

Done: (i-V3)" = (3 i) car (-2

Donc: s=(v3 4 (¥3 i)

TR & T
@)m (5 " ()

=1

Donc: S= S

donc S est bien un nombre réel.
Exercice7:dans | e plan compl
nombr e cUOmegsditevkledbi mage d

complexe zeton pose : U =2iz -z
Et z= X +yiavec xi R et yi R

1)écrire en fonction de x et y la partie réel et la
partie imaginaire de U

2)D®t er mi ner (D) despoisteind due
plan tels que : U est réel

Solution :1 )z= x +yiavec xI R et yi R
Donc: U =2i(x #i) (x yi 2ix 2y-x yi

Donc:U=(2y x i(y 2xp

Donc : ReU)= 2y xet Im(U)=y &x

2) UestréelssiIm(U)=0u (D):y #x 8

Donc: | 0 e n(p)despoints O (¢) du plan tels

qgue:Uest r ®el est | dr oli

(D):y =2x

V) LE MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE.
1) Définition et applications

a

Définition :Soit z= X +yiun nombre complexe

avec xi Retyi R

Prof/ATMANI NAJIB

le réel positif \((x?+y22 s obappell e

nombre complexe ¢ et on le note |7

Exemple : calculer le module des nombres

1 .3

complexes suivants : 1) z:E -|— 2) zi=3 -4
Solution :
2,
1 3| Ja1% & J3©
= = 5 agt— @ «J——=— <1 I
4= 2‘#@%9?2@ 4 J

2|=p3 -4 §3 stﬁ-

Peop réété 0Svit £=oxn+giiunl r®mkere cbneplexe ;
U nombr e

ona‘Z‘:«/XZ +\2 72

Preuve : en exercice

Exercice :

A) Déterminer les modules des complexes
suivants :

1) z=3 3 2) 222% B 3) 7=+

1+i
4) z,=xou N A

B) Ecrire sous la forme algébrique les complexes
suivants puis déterminer leurs modules :

)4 =23 oy =g =(2 ~3)(v2 #

1+3 i-3/2
C)D®t er mi ner | 6ena®@&@mbl e
tels que : A(Q) ;B(z) et C(E) soit alignés.

z
2) Régle de calculs
Propriétés : Pour tous complexes & et oNgt pour
tout ¢ dansw on a:

HA=|4 # 2|4 =23

‘Z‘?.U @_quatlon

49 |4=0 Uz =0 9)[z* 7 $% |

)HZi H siz, 0O
E E

7|z "niz
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8) |2+ ¢2 |4

Exemple : calculer le module des nombres

complexes suivants : 1) z :5(1 41\/5)

o ~3

al+i/30
2) 2, =@+)W3-1) 3) =aea%'i38

(; - -
Solution :

1) |z|=| s(1 W3)| |Hz WF §1=3 1
) |zl=|a (V3 B [=i] N3Ei| 2 Fa A

o 3;
K al+iJ3| (
A (

3) 2=
|| O e|1i]- ¢
> 2 ¢

81+i3 3$ IEENERE-! i~k/—1
E1i

[ 14 ] &1

|23|=%J—g é {2) 2/

2) interpretation geometrique du module :
Le plan est rapporté a un repére orthonormé

soitM | 6i mage du nombx 8y c

avec xI R et yi R on

M(z)

yp------ 5

a: M(xy) donc: w7

|

|
[ov|=om =/% ¥ |+ — .

o~

: = e B
Donc : |7 =0Mm Pﬁ)é\‘
A

Propriété :Si Aet B ont pour affixes z, etz ,
alors : HA—# = ABz= z,

Preuve :soit M telque: OM = Al

Onadonc: z,=3 -z,avec z, | 6af fMxe

Donc: |z- z| %7| ©M =

Exemplel : Le plan complexe est rapporté a un

repéere orthonormé(O;ﬂ;V) ; les points A, B et C

ont pour affixes: z, =2 etz, =1+3 et z, =3+iy/3

Montrer que le triangle ABC est équilatéral
Solution :il suffit de montrer que : AC= AB BC
Prof/ATMANI NAJIB

ABH, z| h=V3# 12 | 143 IR
AC dz 7| &3 4 {1 TEE T
BC=[z -z 8 vBi 1~/3 |2 =

Donc: AC= AB BC

Exemple2 : Déterminer I'ensemble (D) des points

Md'affixe Z telsque : |z-1 -2 |z 7- 2

Solution :
Methodel : Méthode géomeétrique :

z-1-2) [z 7- 2+ |z{1 2 4z (7= 3}
On pose : A(z, =1 i) et B(z, =7 -2i)
LAM BN

Ulz,- 2] 32

L'ensemble (D) cherché est la médiatrice du

sagpenteAR] e
Methodel : Méthode algébrique :

zl C donc $x iR et $y IR tel que : z= x +yi
z-1-2| |z 7- 2|+ |xUyi 4 & |x yi=7 4
Ulx-14(y 2)| = 7-i(y+2)

09ty 2 i 7" (v + (8 [y 9 (x 174y 4

UX-2x 4 ¥ 4y 4+X =14x-49 ¢ 4y

U 12x- 8y -48 ©® ()Dx 2 12-
Exercice 8:Déterminer I'ensemble des points M

d'affixe Ztels que :a) [z-3 4 5
de
b) |z-4 5| |z 7

Solution :
a) Soit Ale point d'affixe 3- i

F-3+i]=5 < AM=5

L'ensemble cherché est le cercle de centre A
et de rayon 3.
b) Soient B et C les points d'affixes4+5et -2

http:// xriadiat.e _-monsite.com 9
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lp-4-5i|=[z+2| © BM=CM
L'ensemble cherché est la médiatrice du

segment [BC]
Exercice9 :Déterminer I'ensemble(C) des points

Md'affixe 2 tels que : |z- 2i| =3

Solution :
Methodel : Méthode géométrique :

|z- 2 3 0n pose : A(z, =2i)
Ulz,-z| 8 UAM 8
L'ensemble (C)cherché est le cercle de centre :

A(0;2)et de rayon : R=3
Methodel : Méthode algébrique :

zl C donc $x iR et $y IR tel que : z= x +yi
z- 2] 8 Ux ¥ 2§ 3=[xUi(y+9 =
U e+(y-2° 8 (kx 0 (y2°- 3
L'ensemble (C)cherché est le cercle de centre :
A(0;2)et de rayon : R=3

Exercicel0 : Déterminer 'ensemble (D) des

points M d'affixe Z tels que : |iz+3| Jrlz 4i ]\
|

Solution :
Methodel : Méthode géométrique :

liz+3] %z 4i J~+ i(z 3} ‘i-l(z 4 i){«
Olz-3] 42 4 | car |i|:H 4

U |z- 3] 3z (- 4-1)

On pose : A(z,=3i) et B(z,= 4 §

Ulz- 2| 32 4 U™ 8y

Prof/ATMANI NAJIB

L'ensemble (D) cherché est la médiatrice du

segment[AB]

V1) FORME TRIGONOMETRIQUE D’'UN NOMBRE
COMPLEXE NON NUL

1) L’argument d’un nombre complexe non nul.
Définition: Le pl an compl exe

repere (O; u; v) .Soit @ un nombre complexe non

nul et O (&) son image. On appelle argument du
nombre complexe » une mesure (en radian) de

| 6a r(l]gG—M}e On le note par £ »{)

O u a

Exemple : Le plan complexe est rapporté a un
repere orthonormé(o; u Y/) ;
on considére les points A ; B ;C ;D ;E ;F qui ont

pour affixes: z, =2 etz, = 2i et z. =2 +Hiet

z,=3ietz= 3etz =2 A

1)Représenter les points A; B ;C ;D ;E ;Fdans
Le plan complexe
2)on utilisant la représentions déterminer

| abgument des complexe : z, etz, et z.et z, et
z. et z. Solution :1)

44

30

20

http:// xriadiat.e _-monsite.com 10
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2) argz, = q 27] et argz, = —[&7]
argz. ——[ ] et argz, =%[ 2]

argz. :p[ 2@ et argz. :37’0[20]

Remarque:l e compl exe nul n

Propriété: zi C' et yi R
1)zi R""Uargzip[24 2)zi R *Uargztd ]
3)arg(iy)* ’O[ao] si y>0 et arg(iy)* ’0[20] Si

y=<0

4y arg(-2) Y argd 24 5) argz* -arg 2]
Exemple : arg(5)? %[ D] etarg(-3) * ’%[ |
(32 ] etarg(- 9 [ 23

2) Forme trigonométrique d’un nombre

complexe non nul
Soit & = &+ "“Qan complexe non nul, on a donc

|Z=ve@ #*1 0 et par suite

2=E Doy
cvaz+? a2 He

Or:siarg(q) —H2"]
. a . b
alors : cosg = met sing = m

Et finalement : &= |Q|(0 € i+:Q QF —
Propriété : Tout nombre complexe non nul g a
une écriture de la forme &= |¢|(0 ¢ i+2Q "QF —
Ol arg(d) —H2"]

Cette ®criture sbébappell
du nombre complexe non nul »

Exercicell :

Donner la forme trigonométrique du nombre
complexe a dans les cas suivants :

D2=V34 22714 9g= B G

Prof/ATMANI NAJIB

4)z=4 J3 5a=7 6)a= 1P

Solution :1) [z|=v1? w3 &4 2
=3 i a —+ 823@0£ ’0

0 a pasgdoar g%ment

argz,  2[ 2

M(V3+i)

0] u V3

Dlal=yr { ¥ 2
. a1 .1 8 & )
z=1-i 288\/_5 Iﬁ 9\/_2;?:0% |an£—1

E_t on a: cog-x) =coset sin(-x) = sinx donc :

2, =2 gs0s¢
& e

o

http:// xriadiat.e -monsite.com
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sin(p+x) = sinx et co(p +x) = eox
:Zggosilg Hsm /294 28 —3 ae' 518— &
¢ ¢ 3 == ¢

Propriété : zi C
Siona Z= r(cosq + sin ()'avec r>0

Alors |Z=r1 et argzt g[ 2

Exemple : Donner la forme trigonométrique du
nombre complexe & dans les cas suivants avec

gl |- p [pt0

1) z =sing tcos¢ 2) z,=1 -coxg FSin

3) z,=sing +2i sirf%
Solution : 1)

z,=sing +icos g %co% -qgi sin—/ge ¢
¢ ¢ %X

Donc: cbest forme trigon

complexe z donc |z|=1et argz?* % qg[24

2) z,=1 -cog Fsing %iﬁg i 2sii°2rq ces
Z, :Zsin%%‘esinaq-i c:oséq

z, =25ing%co%pzqgksin—é%

z =25in%%coé%q—2pg Hsin—%%

1Si gi |o; p alors : % g E’O donc 25in%>0

Donc : la forme trigopnométrique du nombre

complexe z, est:

2 Q

.ga_aagq . . agq
=2SIiN—-4€0 — "A HSIN —pn—
2TONLEYR 2 9T

Prof/ATMANI NAJIB

q

12 = ZsinE et argzt 4

2]

1Si gi | - pO[ alors .91 92__Po donc 2sin? < 0
2 H 2
. g&d _aqg po. . aq
= 2sin—p €0 — gl SiN—gp— -
% 22 0% 7 9N
_ . ga__ & g _m. 84 q
= 2sin= =+ — s fZe—
%= =Sheowd 5 5 ¢! 2 2
¢ ¢ ¢
.ga_ap+ oo aptr
Z, = 2SIN—gL0gs—— "§ Hsin
29 ¢ 2 = §
Donc: c 0 forsne trigoreométriqgue du nombre

complexe z, etona:

|2= 2sin?
2

et argz? %’C[ ve)

3) z,=sing +2i sit?  2cos? sin 7 2 s
2 2 2 2

om®trqi°qu§ duqnombre
. a ..
=2sin— x£0s-" 4 sin-
% = oSl gr0sy 1 Sy

i %._P q
Si gl ]o; I Z1 0= d 2 0
1Si gi |o; palors : 2 H 5 donc S|n2>

Donc : la forme trigopnométrique du nombre

complexe z, est: z, = 23in%%cos§qﬂ' sin5 b

7 :ZSing et argz? %[ ]

.9:9_ P - q
Si gl alors: =1 5-—;0 donc 2sin=< 0
1Si gi | - pOf > 02 5
q 4906. . &
= 2Sin—x; €0 51 sin—
z,= 2sin de s(,ﬁ 9|S| 288
z,= Qsinggecosg,p 4=q0| 8in &—q
29 ¢ = ¢ 2
Donc: c 0 forsne trigoreométrique du nombre

complexe zZ, etona:
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9= QSing et argzt p %[ 2/

3) Reégles de calculs sur les arguments :

Soit ¢ et GNjeux nombres complexes non nuls tels
que arg(q) —H2"]etarg(aNj) Nj“T 2
Ondonc:

a=[0l(@¢ i+@ "QpetdNj=OND { Nj-d QBlj)}—
et par suite :

& BjB[OND & i+D QK€ Nj-@ "QBlj)—

= |&f|oNip & | —&jEdh i —OBlj -G Q&€ i1 —
i Q& OBlj)}—

= |GllGNID § | —BjE QO € (i ~QBlj—+
[ "Q&-€-)) ={¢l|GNKog(—+ —Nj) ‘Bim(—+ —Nj) )
(En utilisant les formules de transformations)
Propriété principale : Soit & et GNjeux nombres
complexes non nuls, on a:

arg (@ = oNj) arg(@) + arg(oNj) “] [ 2

Propriété Régles de calculs pour les arguments :
Soit ¢ et GNjeux nombres complexes non nuls :
1) arg (1/q)  fBrg(d@) [2*]

2) arg (@aNj) arg(z) T arg(aNj) “] [ 2

3) arg(ee)  &farg(Q) [2]

4)ar g Tafg(q) +* [2°]

5)arg (M arg(e) [2*]

Preuves (en exercice)

Notations : Soit @ un nombre complexe dont la

forme trigonométrique est: a=1 (0 ¢ i+:Q QF —

c 6 eadite |§] =1 etarg(qd) —H2“]
Onécrit:a=1[i, -}

Regles de calculs :

1) [, 3> [INEN] T K]

Q1 N,F=[1h, FH

i,/ [INENj] [t i —Nj]

HTh, =0, +3

5) [ng]=1, #

6)[,F=[%¢+

Ces propri ® ®s ne sont

propriétés sur les calculs des modules et les
calculs des arguments.

Prof/ATMANI NAJIB

Exemple :on considere les nombres complexes :

z =3 -ietz,=1 -ietz=2 etu=7 372
z,

1)Ecrivez les nombres complexe z ; z, et Z et

Sous leurs formes trigonométriques.
2) Ecrire le complexe Z Sous sa forme algébrique

puis en déduire cos? et sin”
12 12

Solution :1) z =+/3 -i
al=V3 £ ¥ A 2

. . A&f3 108 .3 P
Donc :y3-i =2 = g Zcod

J3-i E%?Iz@ééoeslsmé
On a: coy-x) =cox €t sin(-x) = sinx

http:// xriadiat.e _-monsite.com 13




L Bei [ i)) B aE 1B 143
-1 (14)(1id 2 2 2
_ =& ap 5, . A 63 1+ 43 1
Z =+250 Gt sin |
V2ggosg; o S @ 05,
8 V3+1
%CO é,O g 2 ’|‘eCOS 'é _\@4-1
Donc : | 2 +J§U iiﬁeg e
i J3+1 %inép 53 -1
ILsm(@;ai—2c+J 7
€ ap §6+y2
j1co 4]
U! 2 "+ 4
|
18P 06-2
782 2 4
o 8;
Exercicel2 : Ecrire le complexe z:%‘/_E 4@ E
92 2 1
Sous sa forme algébrique
2 .+6
Solution :On v a déabumiz_d + 3 ri

Sous la forme trigonométrique

NG

u=—- 4=

Donc: Z ~&

vO

e\/_ 8’0 24 635(:83? I+SIH8§'U

é’l«/—x/EO/?
£ e“/_!‘

al.:[g,é 8 D
«5‘5% | > @\/E‘—ééios%lsm-é

Z= 162@05—6’0 ’D-ﬂ sm—’m—2 :
C 3 3
_1qd 8. 20 0. 2p
Z =160 +— g§itsin %4
¢c ¢ 3= ¢ 3
& 4% 6, . 2% 638 1 .43
Z =165£05— gt Sin — | —
Fo%y O 98"%2 2
Z= 8 8&/3
Exercice13:D®t er mi ner |l e mo

du nombre complexe & dans les cas suivants :

Prof/ATMANI NAJIB

11) z:g -i%j’ 2)z= 5 5 3)z= 6 &/3
4) z=(3 3i)'5) z= 2 2/3 6) z=6 -2
_ A& 1 .43 1
7)z=(3 Bu)%a i 2= 57

_-2 -2J3
9) Z_\/E-i\/i

VII) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES
1) Angles orientés et argument.
Le plan complexe est rapporté a un repere

orthonormé(O;é;é) :
On sait que si le nombre complexe & est non nul
alors : (am) 1 arg4 ]

[1 Soit ¢ et GNjeux complexes non nuls ddmages
respectives 0 et 0 Njon,a

V(GEI\/I;OMi)l (OM;é) {T;;W)[izp]
{e:0M) (& om)[20]

(W;OMi) largz 'rargz[ 2;] 1argz—i[ 24,

z
Soient 0 et 6 deux points dans le plan complexe
doaffi xe swerceon pai quil éxikts un
unique point 0 tel que AB=OMet () aura

Pour affixe le complexe (@7 &)

Donc : (é;ﬁ)l arg( b -a[ ]
Soient 0, 0 et O trois points distincts dans le plan
Ewimp | &k el YBRI EYiiRtElONar:e s p

(A8 Aq): (A ) {& Adl2n]

http:// xriadiat.e _-monsite.com 14
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—B;TC)l (E;TE) (ﬂe—Aéin]
AC)1 arg(b 9 atd ¢ Jf 2|
a b 3 7]

|

Y

i

Soient A, 6, 6 et O quatre points distincts dans le
pl an d @yaifofetiOx e s

ona: (@;ﬁ))l (N?;W(é f?Cfl#)[Zp]
(A8 cD): (A8 AQ {CACh pl2 4
¢ A 2]

compl exe

da-c
=

ag-C

(AB CD) 1 argg‘e;it 8+arg

(M))l arg ac- a oda c
EEtr) a

S [ %

(AB CD) 1 arggeg—c ﬁzo]

Propriété :1) Soient U et 0 det A, 6, 6 et Oquatre
points distincts dans |
respectifs &, ONj) @ GetQ ona:

azi
! afgae—

1) (OI\/I—OI\/h) Bzo]

2) (& AB)® arg(b -9[ 2]

29

) ac- a

3)(AB AC|? arga%—a

Prof/ATMANI NAJIB

ad-c ©

o 7]

Exemple : Soient A, 6 et 6 des points dans le

4) (ﬁ)) d

pl an complexe dozgeFBibtes

z, =3 -Sietz =7 i
%oy
VAN 4

2)monter que ABC est un triangle rectangle et
que :BC=2AC

1)montrer que :

Solution :1) &2~ % — -4 _8_ A4 +2)
Z,- Z 4 Zi 4- 2i+
(CA ) argc}alz,-—Z . [(320]

(C—A aé) 1 arg( 2)[ 2]

Eﬁflppizz%]t i fs

Donc : ABC est un triangle rectangle en C

Ona: 2" % -2 donc: ﬂ‘:pﬂ
Z,- % Z,- &

Donc : 2 - %l 2 donc: 2C =
|z, - 7| AC

Donc : BC=2AC

Exemplel5 : Le plan complexe est rapporté a un
repére orthonormé(O;T; ]) :

Soient A, 6 et 0 des points dans le plan complexe
k6 fl fainx ecsmi, DR 1didfats f |

c=a b

1)Montrer que OBCA est un losange

3
2) Montrer que :argc? E,U[ ]

Solution :
1)Ona: c=a 4 donc: OC= OA +OE

Donc OBCA est un parallélogramme
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. ona:la-0 42| 2 OA
b NE(1 1) WaR

0B=|b 0 [<2(1

alors : OB= OA

donc OBCA est un losange
2) arge (ﬁ)[ ]
+ (i:08) {08 od[2]

| (ﬁ) %(ﬁ)[m] (OBCA : losange)

1
1 argb - argg[ 2]
L argb %(arga arg)| 2]
Donc : argct = (arga +arg)[ 2]

Or: a=2i donc: argat %[?p]

£t b=V2(1 4) %@ ig
¢

A o p p
b=2%o0d 4 b1 2
8@0 n smz donc arg 4[20]

~

argc! =
Donc : alg &5 4ﬁ

Donc : arge? %p[ 2]

Prof/ATMANI NAJIB

Exercicel6 : Soient A, 6 et 0 des points dans le

pl an compl exe doéaf2f+4,xes

b=3 i et c=5

Sotaune mesure de :I(@;aﬁd:)gl

Calculer tana

Solution :On a: (AB AC)1 argge;%

29

N =
N Lo

Donc : (cosa +sing

\/%COQ: let J2_63ina = -t

Donc :

J26

Donc : cosa = et sina =

1
J26
Donc: tana = £
Exercicel7 :On considere dans le plan complexe

muni doéun rep’r(OeEl;@)tes; hon

points 0, 6 et & déffixes respectifs : z = ~/2et

z,=1 Het z,=1 -i

1) Placer dans le repére T les points 0, 6 et 0
2)D®t er mi ner | e modul e ¢

complexe et déterminer une mesure de

| 6 a r(EGTdS)
3) Montrer que la droite (0 9 est la médiatrice du

segment [0 g et en déduire que :

(6 79): 2120
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4) Ecrivez le nombre sous sa forme

algébrique puis en déduire cos (%) et sin (%)

2) Applications
2.1 Alignement de 3 points.
Corolaire :Trois points 6(¢), 6(c) et 6(c) sont

. . ac-a p
alignés si et seulement si : ar -
g 9% 5 4 2]

Preuve : On sait que : (AB AC)1 argaaﬁ BZD]

a L lc- a
Et —=r(cosq + SIn Jou|——|=r et
b- a ( () b- a‘

(HB;TC) 1g[2 B
6(6), 6(c) et 6(cy sont alignés si et seulement si
(2 4 U— =rou u‘z T
b-
u <8R
b- a

Exercicel8 :1° Vérifier que les points 0(5+3'Q;
0(2+Qet 6( 1 Msont alignés
2° Estce que lespoints 0 ( T 2'® 2( 2%et
0( 1I®sont alignés ?
2.2 droites paralléles
Corolaire : 6(¢), 6(c) et 6(c) et D(d)

(A B I(CD)si et seulement si : argaa b 8 q 2]

g o

ou g2~ G[2)

2.3 dr0|tes perpendlculaires
Corolaire : 6(¢), 6(c) et 6(c) et D(d)

(AB %CD)siet seulement si :

da-b gp aa-b o p
arggeﬁ gz[ZU]OU afggeﬁ 8 2[2‘7]

si et seulement si :

(HB;TC)l (ﬁsﬁq[Zp] ou (NS';TC)l J {FBﬁt)[Z;}
Théoréme : Soit 6(¢),6(0), 6(6) et O(Q) quatre
points dans le plan complexe.

Prof/ATMANI NAJIB

Les points 0,0,0 et O sont cocycliques si et
c-a,b-d
b-a c-d
Exercicel9 : Dans le plan complexe, déterminer
I'ensemble des points M d'affixe z tel que :

seulement si : IR

-2
Z = o 1 Soit un imaginaire pur.
Z -

Solution : Pour répondre a cette question, on
peut écrire Z sous forme algébrique et dire que sa
partie réelle est nulle ou il suffit de calculer la

partie réelle.

Il faut que zIl1 On no

zl C donc $x iR et $y iR tel que : z=x +yi
52-2 B -2 &y (-2 4y)(x 1 iy

/ =

z-1 X -1 1ty

1)

(5x2- B -2 2 5yz) i(+5y- 3 +5y +9)
Z =

(-1 ¥
o (5x2- 7x 42 {Eyz) 3y
(x - 1)2 +y?

Z est un imaginaire pur

€5x2 + 5y -7x 2

-1 >, 0
Uil (x-2) w
TZ° 0]
0 £5x° +5y% -7x 2 G
%x; louy .0
U x?+y? -=x £ o0
5
o 2,
a 7 0 , 49 2
U - — 8 — =+ 0
gé 102Y 100 B
9 2.
a 7 0 9
U - — A =
gé( 102Y oo

Il s'agit de I'équation du cercle (C) de centre
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7 ) 3
¥ (—+0i) et de rayon — .
T yon 1o

Le point A(1) appartient a (c).
L'ensemble cherché est donc le cercle (C) privé
de A.

Exercices20 :

Déterminer I'ensemble des points M d'affixe z tels |

qu zZ-2
z+1 -i
Solution :

Premiere méthode (méthode algébrique)
z=x +yiavec xi R et yi R
Ondoitavoir: z, 4 #

Z-2 =X 2 vyt

z+1 -1 % 1+i(y1- 1)

0 (x-2) * b P (y+])
Ux?-4x #4 ¥ x2 2¢ 1 ¥° +#y
U-6x ¥y 2 & W 3 1

Prof/ATMANI NAJIB

L'ensemble cherché est la droite (D) d'équation
y=3 -1

Deuxieme méthode (méthode géométrique)

Onpose: A(T1+i) et B(2)
m(z +1 -i) donc ‘z+1 -i‘ AM

m(z- 2) donc ‘z- 2‘ =BM

Z_'Z_‘zl U—‘Z'Z‘ 2 M 2 ev am
z+1 -i P+1-q AM

L'ensemble des points M cherché est la
médiatrice du segment [AB].

Exercice21 :soit a et b et c des nombres

complexes tels que : |8 =|b ¥4 Fet a, cet

b, c

ac-b
1)Montrer que : QiR
Montrerd g%.—a%b
2)en déduire que : arg 81 gba ;_70
E a@
ac-b 5 a 4T -b 0
: _at- Q K -
Solution : Q d 0 7
. QE'agb (;C-_agb
__1
Onasi: |Z|=lalors : z_E donc :

5 é.l_].zQ 1 bé_c2 6
b9 b 0a 0
Z-ab 3 1231 aZc 3§

¢c a=+b ac =
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— 41 1761 :
ac-bga & p 0 g c&b B
&-alb 121 &Fa 9
¢ o ¢

¢cc a +b
Donc : éc'bzg%f IR
QE- =D

2)puisque : =~ IR alors:
)puisq éa't:_ag

Ao 2,
d3c-b g )
-3 9

g 4 p 40

Donc : argaec— 0+ arg ae @o]

. ac-b g _ ad 1
Donc : 2arggec_—a 8 arg bgép]!

ac-b p1 ba po

a —

ge%a—z gag%—
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