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I) L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES 

1) Définition d’un nombre complexe.  

1.1 L’ensemble ᴇ ; définition et vocabulaire: On 

admet quôil existe un ensemble not® ᴇ ses ®l®ments 
sôappelles des nombres complexes qui v®rifie : 

1) ᴙ Ṓ ᴇ 

2) On d®finit dans lôensemble ᴇ deux op®rations 

appel®es la somme et la multiplication qui ont les 

m°mes propri®t®s que dans , lôensemble des 

nombres r®els. 

3) Lôensemble ᴇ contient un nombre non r®el not® Ὥ 
et qui v®rifie 

2 1i =- 

4) Tout nombre complexe ᾀ sô®crit et de faon 
unique comme : ◑ = ╪ + ░╫ o½ ὥ et ὦ sont des r®els 

5) Le r®el ὥ sôappelle la partie r®el du nombre 

complexe ᾀ ; on ®crit : ╪ = ╡▄(◑) 
6) Le r®el ὥ sôappelle la partie imaginaire du nombre 

complexe ᾀ ; on ®crit : ╫ = ╘□(◑) 

7) Lô®criture : ◑ = ╪ + ░╫ sôappelle lô®criture 

alg®brique du nombre complexe ◑ . 

Exemples 

Å Les nombres ī1 ; 0 ; 3/4 ; 2 sont des nombres 

r®els donc ce sont aussi des ®l®ments de . 

Å ê lôaide du nombre i et de la multiplication : īi ; 2i ; 

2i ... sont aussi dans . 

Å Avec les additions, les nombres suivants sont 

aussi dans  : 1 i- +; 2 2i+  

THÉORÈME :Soient z x iy= +et z x iy¡ ¡ ¡= +

( ) 2;x y Í  et ( ) 2;x y¡ ¡Í deux nombres complexes : 

x x
z z

y y

¡=ë
¡= Úì

¡=í
 

Lô ®criture alg®brique dôun nombre complexe est 

unique. 

 

PREUVE :Soient z x iy= +et z x iy¡ ¡ ¡= + deux 

complexes tels que z z¡=  

( )z z x iy x iy x x i y y¡ ¡ ¡ ¡ ¡= Ú + = + Ú - = - 

Raisonnons par lôabsurde : si 0y y¡- ¸alors 

x x
i

y y

¡-
=
¡-

 ®tant un r®el, on aboutit ¨ une 

contradiction. Donc : y y¡=  et on d®duit alors

0x x¡- = donc : x x¡=  

La r®ciproque est claire. 

Remarque : z x iy= +  et ( ) 2;x y Í  

 1) 
0

0
0

x
x iy

y

=ë
+ = Úì

=í
  2) 

() ()

() ()

Re Re

Im Im

z z
z z

z z

¡=ëî
¡= Úì

¡=îí

  

1.3 Remarque :  

1) Lôensemble ᴙ est totalement ordonn®, côest-̈-

dire : ((ᶅὼ, ώ) ɴ ᴙ2)(ὼ Ò ώ έό ώ Ò ὼ ) 

2) Lôensemble des nombres complexe nôest pas 

ordonn®. 

 1.4 Des sous-ensembles de ᴇ  
1) Lôensemble ᴙ lôensemble des nombres r®els est 
une partie de ᴇ ; (ὼᶅ ɴ ᴙ)(ὼ = ὼ + 0Ὥ) 

ᾀ ɴ ᴙ  Ὅά(ᾀ) = 0 

2) Lôensemble Ὥᴙ est une partie de ᴇ , sôappelle 

Lôensemble des imaginaires purs ; ░ᴙ = {░◐/ ◐ ɴ ᴙ} 

ᾀ ɴ Ὥᴙ  ὙὩ(ᾀ) = 0 

3) ᴙ ᷾ Ὥᴙ Ṛ ᴇ   et   ᴙ ž Ὥᴙ = {0} 

 (Ṛ veut dire strictement inclus strictement : 

2 + 3Ὥ ɵ ᴙ Ὡὸ 2 + 3Ὥ ɵ Ὥᴙ ) 

II) LES OPERATIONS DANS ᴇ. 
1) L’addition dans ᴇ.  

1.1 Définition  

Définition :Soient ᾀ = ὥ + Ὥὦ et ᾀǋ= ὥǋ + Ὥὦǋ deux 
nombres complexes. 

La somme des nombres complexes ᾀ et ᾀǋ est le 
nombre complexe not® ᾀ + ᾀǋ d®finie par : 

 NOMBRES  COMPLEXES  (Partie 1)  
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◑ + ◑ǋ= (╪ + ╪ǋ) + ░(╫ + ╫ǋ) 

On en d®duit que : ὙὩ(ᾀ + ᾀǋ) = ὙὩ(ᾀ) + ὙὩ(ᾀǋ) et  

Ὅά(ᾀ + ᾀǋ) = Ὅά(ᾀ) + Ὅά(ᾀǋ) 

 1.2 Propriétés  

Lôaddition dans lôensemble ᴇ est : 

1) Associative :((ᶅ 1z, 2z , 3z) ɴ ᴇ3) 
((1z + 2z ) + 3z = 1z + (2z  + 3z)) 

2) Commutative : ((ᶅᾀ, ᾀǋ ɴ ᴇ2)(ᾀ + ᾀǋ= ᾀǋ + ᾀ) 

3) 0 est lô®l®ment neutre pour lôaddition dans ᴇ : 
 (ᶅᾀ ɴ ᴇ)(0 + ᾀ = ᾀ + 0 = ᾀ) 

4) Chaque ®l®ment ᾀ dans ᴇ a un sym®trique appel® 
lôoppos® de ᾀ not® (īᾀ) ; ᾀ + (īᾀ) = (īᾀ) + ᾀ = 0 
On dit que ᴇ muni de lôaddition est un groupe 

commutatif, on le note par : (ᴇ, +) 

 1.3 La différence de deux nombres complexes.  

Soient ᾀ et ᾀǋ deux nombres complexes tels que :  

ᾀ = ὥ + Ὥὦ   et ᾀǋ= ὥǋ + Ὥὦǋ La diff®rence de ᾀ et ᾀǋ est la 

somme de ᾀ avec le sym®trique de ᾀǋ côest-̈-dire :  

ᾀ + (īᾀǋ) quôon la note : ᾀ ī ᾀǋ 
◑ ī ◑ǋ= (╪ ī ╪ǋ) + ░(╫ ī ╫ǋ) 

 2) La multiplication dans ᴇ.  
2.1 Définition :  

Comme la multiplication dans ᴇ prolonge celle dans 
ᴙ on peut d®finir la multiplication dans ᴇ 
par :Soient ᾀ = ὥ + Ὥὦ et ᾀǋ= ὥǋ + Ὥὦǋ deux nombres 

complexes. 

Le produit des nombres complexes ᾀ et ᾀǋ est le 

nombre complexe not® ᾀ Ĭ ᾀǋ d®finie par : 

ᾀ Ĭ ᾀǋ= (ὥ + Ὥὦ) Ĭ (ὥǋ + Ὥὦǋ)= ὥὥǋ + ὥὦǋὭ + Ὥὦὥǋ + ὦὦǋὭĮ  
2 1i =- 

ᾀ Ĭ ᾀǋ = (ὥὥǋī ὦὦǋ) + Ὥ(ὥὦǋ + ὦὥǋ) 
◑ Ĭ ◑ǋ= (╪╪ǋī ╫╫ǋ) + ░(╪╫ǋ + ╫╪ǋ) 

 2.2 Propriétés : 

La multiplication dans lôensemble ᴇ est : 

1) Associative :((ᶅ 1z, 2z , 3z) ɴ ᴇ3) 
((1z Ĭ 2z ) Ĭ 3z = 1z Ĭ (2z  Ĭ 3z)) 

2) Commutative : (ᶅ(ᾀ, ᾀǋ)  ɴᴇ2)(ᾀ Ĭ ᾀǋ= ᾀǋ Ĭ ᾀ) 

3) 1 est lô®l®ment neutre pour la multiplication  

dans ᴇ : (ᾀᶅ ɴ ᴇ)(1 Ĭ ᾀ = ᾀ Ĭ 1 = ᾀ) 

4) Chaque ®l®ment non nul ᾀ dans ᴇ a un 

sym®trique appel® lôinverse de ᾀ not® : (
1

z
 ou 1z- ) 

 Et on a 
1

1z
z
³ = 

On dit que ᴇz muni de la multiplication est un groupe 
commutatif, on le note par : (ᴇz,Ĭ) 

En plus des 8 propri®t®s que v®rifient lôaddition et la 

multiplication dans lôensemble ᴇ il y a une propri®t® 
commune entre les deux op®rations : 

5) La multiplication est distributive par rapport ¨ 

lôaddition dans ᴇ : 
(ᶅ( 1z, 2z , 3z) ɴ ᴇ3)  (1z Ĭ (2z  + 3z) = 1z Ĭ2z  + 1z Ĭ 3z) 

2.3 Le quotient de deux complexes.  

Soient ᾀ = ὥ + Ὥὦ et ᾀǋ= ὥǋ + Ὥὦǋ deux nombres 

complexes o½ ᾀǋ Í 0 le quotient des nombres ᾀ et ᾀǋ 
est le produit de ᾀ et de lôinverse de ᾀǋ et se note  

z

z¡
 ou ᾀ(ᾀǋī1) 

2.3 Règles de calculs dans ᴇ  

Toutes les r¯gles de calculs quôon a connu dans ᴙ 

sont vraies dans ᴇ. 

1) ᾀᾀǋ= 0  ᾀ = 0 ou ᾀǋ= 0 

2) 0 1z =et (ὲᶅ ɴ ᴓ )z( nz  = ᾀĬ ᾀ Ĭ é Ĭ ᾀ  ) ὲ ὪέὭί 

3) 
1n

n
z

z

- =  

4) n m n mz z z+ = ³  

5) /n m n mz z z- =  

6) ( )
m

n n mz z³=  

7) ( )( )1 2 1 2 1

1 1 1 1 1...n n n n n nz z z z z z z z z z- - - -- = - + + + + 

8) Si ᾀ Í 1 alors :
1

1 2 1
1 ...

1

n
n z

S z z z
z

+-
= + + + + =

-
 

somme des termes dôune suite g®om®trique 

Application : Trouver la forme alg®brique et 

d®terminer la parties r®elles et imaginaires des 

nombres complexes suivants : 

( )( )( )²21121 iiiz +++-+=            ( )
3

2 1 3z i= +  

3

1 3

3

i
z

i

-
=
-

   
4

1

3 2

i
z

i

+
=
-

    ( )
10

5 1z i= +  

Solution :1) 

1 6 5z i a bi=- + = + donc ()1Re 6z =- et ()1Im 5z =  

2) ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 3

3 2

2 1 3 1 3 1 3 3 1 3 3z i i i i= + = + ³ ³ + ³ ³ + 

2 1 3 3 3 3 3 3 8 0z i i i= + - ³ - =- + Í  

car ( )2Im 0z =  

3) 
( )( )

( )( )
3 2

1 3 31 3 3 9 3 6 8

3 3 3 109

i ii i i i
z

i i i i

- +- + - + -
= = = =
- - + -

 

3

6 8 3 4

10 10 5 5

i i
z = - = - donc ()1

3
Re

5
z = et ()1

4
Im

5
z =- 
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4) 
( )( )

( )( )
4 2

1 3 21 3 2 3 2 1 5 1 5

3 2 3 2 3 2 13 13 139 4

i ii i i i
z i

i i i i

+ ++ + + - +
= = = = = +
- - + -

 

5) ( ) ( )( ) ( ) ()
5 510 2 52 2

5 1 1 1 2 1 2z i i i i i= + = + = + ³ + = 

() ()
25 5 5 2

5 2 2 32 32z i i i i i= = ³ = ³ ³ = 

est un imaginaire pur car ()5Re 0z =  

REMARQUES : 

Lorsque Im(z) = 0, z = a est r®el. 

Lorsque Re(z) = 0, z = ib est appel® imaginaire pur. 

III) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES. 

1)L’interprétation géométrique et représentation 

d’un nombre complexe  

Le plans (ע) est muni du rep¯re orthonorm®  

)ד ); ;O u v  ; et soit 2ם le plan vectoriel associ® ¨ (ע). 

Soit ᾀ = ὥ + Ὥὦ un nombre complexe le couple (ὥ, ὦ) 
est associ® ¨ un point unique ὓ dans le plan (ע). 

Lôapplication : ᴇ Ÿ (ע) 
                              ᾀ m ὓ(ὥ, ὦ) 

o½ ὥ = ὙὩ(ᾀ) et ὦ = Ὅά(ᾀ) est une bijection 

1) Le point ὓ sôappelle lôimage du nombre complexe 

dans le plan (ע), et lôapplication  

2) Le complexe ᾀ sôappelle lôaffixe du point ╜  
on ®crit : ᾀ = ὥὪὪ(ὓ)  et on ®crit : ᾀὓ = ὥ + Ὥὦ 

3) Lôapplication : ᴇ Ÿ 2ם 

                                    ᾀ m u (ὥ ;ὦ)  

o½ ὥ = ὙὩ(ᾀ) et ὦ = Ὅά(ᾀ) est une bijection 

4) Le vecteur u sôappelle lôimage du nombre 

complexe dans le plan (ע)  

5) Le complexe ᾀ sôappelle lôaffixe du vecteur uon 

®crit : ᾀ = ὥὪὪ(u) on ®crit : 
u

z = ὥ + Ὥὦ 

6) Le plan (ע) sôappelle un plan complexe 

7) a)Lôaxe ( );O u sôappelle lôaxe des r®els 

b) Lôaxe ( );O v sôappelle lôaxe des imaginaires 

Dans tout qui va suivre le plan complexe est muni 

dôun rep¯re ד( ); ;O u v  

 

REMARQUES : 

1)Les complexes z = a  ɴR sont des nombres 

réels et sont représentés sur sur lôaxe des 

Réels. 

2)Les complexes z = ib, b  ɴR sont des 

imaginaires purs et sont représentés  

lôaxe des imaginaires purs. 

3)Le plan est alors appelé plan complexe. 

Exemple1 : Dans le plan complexe, on a repr®sent® 

ci-contre les points dôaffixe z tels que 

Å Re(z) = 2 

Å Im(z) = 3 

Å Re(z) = Im(z). 

 

2) Les opérations sur les affixes.  

Propriété :Soient u et v deux vecteurs dans 2ם ; 

 ὓ et ὔ deux points dans le plan (ע) et  un r®el ; 
On a : 

1) ὥὪὪ(ὃ) = ὥὪὪ(ὄ)  ὃ = ὄ 

 et ὥὪὪ(u ) = ὥὪὪ(v )  u = v   
2) ὥὪὪ(u + v ) = ὥὪὪ(u ) + ὥὪὪ(v ) 

3) ὥὪὪ(u) =  Ĭ ὥὪὪ(u ) 
4) ὥὪὪ(AB)= ὥὪὪ(ὄ) ī ὥὪὪ(ὃ) = ᾀB ï ᾀA  

 Propriété : 

1) Soient [ὃὄ] un segment de milieu Ὅ ; on a :  

2

A B
I

z z
z

+
=  

2) Le barycentrer de 2 points pond®r®s :  

Ὃ = ὄὥὶ{(ὃ, ); (ὄ, )} on a A B
G

z z
z
a b

a b

+
=

+
  

3) Le barycentrer de 2 points pond®r®s :  
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Ὃ = ὄὥὶ{(ὃ, ); (ὄ, ); (ὅ, )} on a : 

A B C
G

z z z
z
a b g

a b g

+ +
=

+ +
  

3) Condition complexe d’alignement de 3 points  

Soient ὃ, ὄ et ὅ trois points distincts du plan dôaffixes 

respectifs : Az , Bz  et Cz  

On sait que : 

ὃ, ὄ et ὅ sont align®s  (ɱ ɴ ᴙ)( AC= AB ) 

 (ɱ ɴ ᴙ)(  C Az z- = (B Az z- )) 

 (ɱ ɴ ᴙ) (
C A

B A

z z

z z

-

-
= )

C A

B A

z z

z z

-

-
 ɴᴙ 

Propriété :Soient ὃ, ὄ et ὅ trois points distincts du 

plan dôaffixes respectifs Az , Bz  et Cz  

 les points ὃ, ὄ et ὅ sont align®s si et seulement si : 

C A

B A

z z

z z

-

-
 ɴᴙ 

Exemple1 : soient dans le plan complexe les 

points : ( )1A i+ et 1
2

2
B i
å õ
+æ ö

ç ÷
 et ( )1C i- - 

Montrer que les les points ὃ, ὄ et ὅ sont align®s. 

Solutions : 

1 1 1
2

12 2 2

11 1 2 2
2

2

B A

C A

i i i i
z z

z z i i i
i

+ - + +
-

= = = =- Í
- - - - - - å õ

- +æ ö
ç ÷

 

Donc : les les points ὃ, ὄ et ὅ sont align®s 

Exemple2 : soient dans le plan complexe les 

points : ( )2; 3A -  et ( )1;1B  et ( )1;2C  

1)Determiner les affixes  des points A  et B  et C  ? 

2)Determiner lôaffixe  du vecteur AB  

3) D®terminer lôaffixe de Ὅ, milieu de [ὃὄ]. 
4)Montrer que les points ὃ, ὄ et ὅ ne sont pas 

align®s. 

5) D®terminer le barycentre de {(ὃ, 2); (ὄ,ī1), (ὅ, 3)} 

6) D®terminer lôaffixe du point Ὀ pour que le 

quadrilat¯re ὃὄὅὈ soit un parall®logramme. 

Solutions :1) lôaffixe  du point  A  est 2 3Az i= -  

lôaffixe  du point  B  est 1Bz i= + 

lôaffixe  du point  C  est 1 2cz i= +  

2) ὥὪὪ(AB)= ὥὪὪ(ὄ) ī ὥὪὪ(ὃ) = ᾀB ï ᾀA  

( )( )1 2 3 1 4
AB

z i i i= + - - =- + 

3) 
2 3 1 3 2 3

2 2 2 2

A B
I

z z i i i
z i

+ - + + -
= = = = - 

4) 
( )( )

( )( )

1 2 2 3 1 5

1 2 3 1 4

C A

B A

i iz z i

z z i i i

+ - -- - +
= =

- + - - - +
 

( )( )

( )( ) ( ) ()
2 2

1 5 1 4 1 4 5 20

1 4 1 4 1 4

i i i i

i i i

- + - - + - +
= =
- - - + - -

 

21 21 1

17 17 17

C A

B A

z z i
i

z z

- -
= = - Î

-
 

Donc : les points ὃ, ὄ et ὅ ne sont pas align®s. 

5) le barycentre de {(ὃ, 2); (ὄ,ī1), (ὅ, 3)} ? 

2 1 3

2 1 3

A B C A B C
G

z z z z z z
z
a b g

a b g

+ + - +
= =

+ + - +
 

( ) ( ) ( )2 2 3 1 1 3 1 2 6 3 1

2 1 3 4 2 4
G

i i i i
z i

- - + + + -
= = = -

- +
 

6) ABCD est un parallélogramme si et seulement 

Si AB DC=  côest-à-dire : B A C Dz z z z- = - 

D C A Bz z z z= + - 

On en déduit en remplaçant par les données : 

1 2 2 3 1 2 2Dz i i i i= + + - - - = - 

Exercice 1 : 

soient dans le plan complexe les points : 

A ; B ; C ; D ; E dôaffixes respectivement : 

izA +=1  et izB 23+=  et izC -=2  et izD 2-=   

et 2Ez =  

1)Représenter ces points dans le plan complexe 

2) D®terminer lôaffixe de Ὅ milieu de [ὃὄ]. 

3)Determiner lôaffixe  du vecteur AB  



  Prof/ATMANI NAJIB                                                                                                       http:// xriadiat.e -monsite.com      5 

4)montrer que le quadrilat¯re ὃὄὅὈ est un 

parall®logramme 

Solution : 1) 

 

Ὅ milieu de [ὃὄ]. Donc : AI IB=  donc I A B Iz z z z- = - 

Donc : 
2

B A

I

z z
z

+
=  donc : 

3 2 1 3
2

2 2
I

i i
z i

+ + +
= = + 

Donc : 3
2;

2
I
å õ
æ ö
ç ÷

 

3) ( )3 2 1 3 2 1 2B AAB
z z z i i i i i= - = + - + = + - - = + 

4)il suffit de monter que : AB DC=  

On a : 2
AB

z i= + 

( )2 2 2C DDC
z z z i i i= - = - - - = + 

Donc : 
AB DC

z z=  par suite : AB DC=  

Donc : le quadrilat¯re ὃὄὅὈ est un parall®logramme 

IV) LE CONJUGUE D’UN NOMBRE COMPLEXE. 

Définition : Soit le nombre complexe ᾀ = ὥ + Ὥὦ 

 (ὥ et ὦ sont des réels) ; le nombre complexe 

quôon note z et qui est égale à z = ὥ - Ὥὦ 

Sôappelle le conjugué du nombre complexe ᾀ 

Si z  est lôaffixe de M, zest lôaffixe de Mô du 

sym®trique de M par rapport ¨ lôaxe des r®els. 

  

Exemple :1) 2 3z i= +  son conjugué est 2 3z i= -  

2) 3 6z i= + son conjugué est 3 6z i=- + 

3) 3 6z= -  son conjugué est 3 6z= -  

 4)  7 7;2 2 ; 5 3 5 3 ;3 2 3 2i i i i i i- =- =- - - =- + + = - 

Propriété : (Règles de calculs) zÍ  et z¡Í  

1)si z x iy= +   alors 2 2z z x y³ = + 

2) z z=      3) ()2 Imz z i z- =         4) ()2Rez z z+ =  

5) z z zÍ Ú =        6) 0z i z zÍ Ú + = 

7) z z z z¡ ¡+ = +    8) z z z z¡ ¡³ = ³    

9) 
1 1

z z

å õ
=æ ö

ç ÷
    10)   

z z

z z

¡ ¡å õ
=æ ö

ç ÷
  si 0z¸  

11) ( ) ()
n

nz z= nÍ  

12) z zl=   z" Í  et l" Í  

PREUVE : 

Å On prouve la 8)  

On ®crit les complexes z et zô sous forme 

algébrique : z a bi= +  avec aÍ  et bÍ  

Et z a b i¡ ¡ ¡= +  avec a¡Í  et b¡Í  

On a alors : ( )( )z z a bi a b i¡ ¡ ¡³ = + + 

( )( )z z aa ab i ba i bb aa bb ab ba i¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡³ = + + - = - + + 

( )( )z z aa ab i ba i bb aa bb ab ba i¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡³ = + + - = - - + 

Dôautre part : 

( )( )z z a bi a b i a bi a ib¡ ¡ ¡ ¡ ¡³ = + ³ + = - ³ - 

( )( )z z aa iab a bi bb aa bb ab ba i¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡ ¡³ = - - - = - - + 

Ce qui donne bien lô®galit® cherch®e. 

Å  On prouve la 9) 

On a : 
1

1z
z
³ =  donc : 

1
1z

z
³ =  donc 

1
1z

z

å õ
³ =æ ö
ç ÷

 

Donc : 
1 1

z z

å õ
=æ ö

ç ÷
 cqfd 
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Å  On prouve la 10) 

On a : 
1z

z
z z

¡
¡= ³ donc 

1z
z

z z

¡å õ å õ
¡= ³æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
 

donc 
1 1z z

z z
z z z z

¡ ¡å õ
¡ ¡= ³ = ³ =æ ö

ç ÷
 

Å  Lô®galit® 11) se démontre par récurrence si 

nÍ  

En effet : n=0 on a ( ) ()
0

0z z=  car 1 1=  

Supposons que ( ) ()
n

nz z=  

Montrons que : ( ) ()
1

1
n

nz z
+

+ =  ? 

( ) () ()
1

1
n n

n n nz z z z z z z z
+

+ = ³ = ³ = ³ = 

Donc : ( ) ()
n

nz z= n" Í  

Si n  est négatif alors m n=- Í 

Donc : 

( ) ( )
()

() ()
1 1 1 m n

n m

mm m
z z z z

z z z

-
- å õ

= = = = = =æ ö
ç ÷

 

Donc : ( ) ()
n

nz z= n" Í  

Exemple1 : Démontrer que ( ) ( )
5 5

1 1S i i= + + -est 

un nombre réel. 

Solution :On a : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5 55 5 5 5

1 1 1 1 1 1S i i i i i i= + + - = + + - = + + - 

( ) ( )
5 5

1 1S i i S= - + + = 

S est donc bien un nombre réel. 

Exemple2 : on pose : 
1 3

2 2
j i=- +   

et 
2n nS j j= -   nÍ  

1)montrer que : 
2j j=  

2)Démontrer que : S iÍ   n" Í  

Solution :1) 

2 22

2 1 3 1 1 3 3 1 3 3
2

2 2 2 2 2 2 4 4 2
j i i i i
å õ å õå õ
= - + = - - + = - -æ ö æ öæ öæ ö æ öç ÷ç ÷ ç ÷

 

2 1 3

2 2
j i j=- - = 

2)il suffit de montrer que : 0S S+ = 

( ) ( )2 2 2 2
n n

n n n n n nS S j j j j j j j j+ = - + - = - + - 

() ( ) () ()2
nn nn nn n nS S j j j j j j j j+ = - + - = - + - 

0
n nn nS S j j j j+ = - + - = 

S est donc bien un imaginaire pur 

Exemple3 : soit  uÍ  tel que  uÎ  

Montrer que : ( )z" Í  1 1uz u z+ = + Ö Ý zÍ    

Solution :1) soit zÍ  tel que : 

1 1uz u z+ = + Ö 

Donc : 
22

1 1uz u z+ = + Ö 

Donc : ( )( ) ( )( )1 1 1 1uz uz u z u z+ + = + Ö + Ö 

Donc : ( )( ) ( )( )1 1 1 1uz uz u z u z+ + = + Ö + Ö Car : u u=  

Donc : 1 1uz uz uuzz uz uz uuzz+ + + = + + + 

Donc : uz uz uz uz+ = + 

Donc : ( ) ( ) 0u u z u u z- + - = 

Donc : ( )( ) 0u u z z- - = 

Et puisque : 0u u-  ̧car uÎ  

Donc : 0z z- =  Donc : z z=    

Donc : zÍ    

Exercice 2: zÍ  

Ecrire en fonction de z  le conjugué des nombres 

complexes suivants : 

1) ( )( )1 2 5Z i i= + -    2) 
2 2 5Z z i= +       3) 

3

1

3

z
Z

z i

-
=
- +

 

Solution : 

1) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 5 2 5 2 5Z i i i i i i= + - = + ³ - = - + 

2) 
2 2 5 2 5 2 5Z z i z i z i= + = + = - 
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3)
3

1 1 1

3 3 3

z z z
Z

z i z i z i

å õ- - -
= = =æ ö
- + - + - -ç ÷

 

Exercice 3: Résoudre dans ᴇ les équations 

suivantes : 

1) 2 5 4z iz i+ = -                   2) 2 2 6z z i= - + 

Solution :1) zÍ   

donc : x$ Í  et y$ Í / z x yi= +  

( ) ( )2 5 4 2 5 4z iz i x yi i x yi i+ = - Ú + + - = - 

( ) ( )
2 5

2 2 5 4
2 4

x y
x y i y x i

y x

+ =ë
+ + + = - Ú Úì

+ =-í
 

2 5
2 5 2 5

13
4 2 8 4 2 2 8 5 3 13

3

x y
x y x y

y x y x x y y y

+ =ë
+ = + =ë ë î

Ú Úì ì ì
- - = - - + + = +- = Ú =-í í î

í

 

Donc : 
14

3
x=  par suite: 

14 13

3 3
z i= -  

Donc : 14 13

3 3
S i
ë û
= -ì ü
í ý

 

2) zÍ  donc : x$ Í  et y$ Í / z x yi= +  

( )2 2 6 2 2 6z z i x yi x yi i= - + Ú + = - - + 

Donc : { }2 2S i= +  

Exercice4 : dans le plan complexe on consid®re le 

nombre complexeU  et soit M lôimage du nombre 

complexe zet on pose : ( )( )2 1U z i z= - - 

Et z x yi= +  avec xÍ  et yÍ  

1)écrire en fonction de x  et y  la partie réel et la 

partie imaginaire de U  

2) D®terminer lôensemble ()Ddes points ὓ(ᾀ) du 

plan tels que : U est réel 

3) D®terminer lôensemble ()C des points ὓ(ᾀ) 

tels que : U est imaginaire pur 

Solution :1) z x yi= +  avec xÍ  et yÍ  

Donc : ( )( )2 1U x yi i x yi= + - - - 

Donc : ( )( )( )( )2 1U x i y x yi= + - - - 

Donc : ( ) ( )2 2 2 2 2U x y x y i y x= + - - + - - + 

Donc : () 2 2Re 2U x y x y= + - - et ()Im 2 2U y x=- - + 

2) U est réel ssi ()Im 0U = Ú (): 2 2 0y xD - - + = 

Donc : lôensemble ()Ddes points ὓ(ᾀ) du plan tels 

que : U est réel est la droite dô®quation : 

(): 2 2 0y xD - - + = 

3) U est imaginaire pur ssi ()Re 0U =  

2 2 2 0x y x yÚ + - - = 

2 2

2 2 2 21 1 1
2 2 1 1 1 0

2 2 2
x x y y

å õ å õ
Ú - ³ + - + - ³ + - =æ ö æ ö

ç ÷ ç ÷
 

( ) ( )

22 2
2 21 5 1 5

1 1
2 4 2 2

x y x y
å õå õ å õ

Ú - + - = Ú - + - =æ öæ ö æ ö æ öç ÷ ç ÷ ç ÷

 

lôensemble ()C des points ὓ(ᾀ) tels que : U est 

imaginaire pur est le cercle de centre : 1
;1

2

å õ
Wæ ö
ç ÷

 

et de rayon : 5

2
R=  

Exercice5 : 

A) Résoudre dans ᴇ les équations suivantes : 

1) 2 3 1 2 0z z i- + + =         2) ( )1 3 2 0z i z i+ - + - = 

3)( )3 i z z i+ + =- 

B) Déterminer les ensembles suivants : 

1) (E1) = {ὓ(ᾀ) /
2z i

z i

-

+
 ɴᴙ} 

2) (E2) = {ὓ(ᾀ) /
2z i

z i

-

+
 ɴὭᴙ} 

Exercice6 :Démontrer que :

( ) ( )
2 1 2 1

3 3
n n

S i i
+ +

= + - - est un nombre 

 réel n" Í  
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Solution :On a : 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2 12 1 2 12 1

3 3 1 3
nn nn

i i i
++ ++

- = - - = - ³ - 

Donc: ( ) ( )
2 1 2 1

3 3
n n

i i
+ +

- =- -  car ( )
2 1

1 1
n+

- =- 

Donc : ( ) ( )
2 1 2 1

3 3
n n

S i i
+ +

= + + -  

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2 1 2 1

3 3 3 3
n n n n

S i i i i
+ + + +

= + - - = + - - 

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2 1 2 1

3 3 3 3
n n n n

S i i i i
+ + + +

= + - - = - + + 

Donc : S S=   

donc S est bien un nombre réel. 

Exercice7 : dans le plan complexe on consid®re le 

nombre complexeU  et soit M lôimage du nombre 

complexe zet on pose : 2U iz z= - 

Et z x yi= +  avec xÍ  et yÍ  

1)écrire en fonction de x  et y  la partie réel et la 

partie imaginaire de U  

2) D®terminer lôensemble ()Ddes points ὓ(ᾀ) du 

plan tels que : U est réel 

Solution :1) z x yi= +  avec xÍ  et yÍ  

Donc : ( )( )2 2 2U i x yi x yi ix y x yi= + - - = - - + 

Donc : ( ) ( )2 2U y x i y x= - - + + 

Donc : ()Re 2U y x=- - et ()Im 2U y x= +  

2) U est réel ssi ()Im 0U = Ú (): 2 0y xD + = 

Donc : lôensemble ()Ddes points ὓ(ᾀ) du plan tels 

que : Uest r®el est la droite dô®quation : 

(): 2y xD =- 

V) LE MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE. 

1) Définition et applications  

Définition :Soit z x yi= + un nombre complexe 

avec xÍ  et yÍ  

 le réel positif ² ²x y+ 2 sôappelle le module du 

nombre complexe ᾀ et on le note z  

Exemple : calculer  le module des nombres 

complexes suivants : 1) 
1 3

2 2
z i= -  2) 3 4z i¡= - 

Solution : 

22
1 3 1 3 1 3

1 1
2 2 2 2 4 4

z i
å õå õ

= - = + - = + = =æ öæ öæ öç ÷ç ÷

( ) ( )
2 223 4 3 4 25 5; 2 2 2z i i¡= - = + - = = - = - = 

Propriété :Soit z x yi= +  un nombre complexe ; 

on a ² ²z x y zz= + =  

Preuve : en exercice 

Exercice : 

A) Déterminer les modules des complexes 

suivants : 

1) 
1 3 3z i= +       2) 2

1
3

2
z i= -     3) 2

1

1
z

i
=
+

 

4) 4z x=  où ὼ  ɴᴙ 

B) Ecrire sous la forme algébrique les complexes 

suivants puis déterminer leurs modules : 

1) 1

2 5

1 3

i
u

i

+
=
+

  2) 2

1

3 2

i
u

i

+
=
-

 3) ( )( )3 2 3 2u i i= - + 

C) D®terminer lôensemble des points ὓ(ᾀ) 

tels que : A(ᾀ) ;B( z ) et C(
1

z
) soit alignés. 

2) Règle de calculs  

Propriétés : Pour tous complexes ᾀ et ᾀǋ et pour 

tout ὲ dans ᴓ on a : 

1) z z z= - =         2) 
2

z zz=   3) 

1 1z zz= Ú = 

4) 0 0z z= Ú =      5) z z z z¡ ¡³ = ³ 

6) 
1 1

z z
=   et 

zz

z z

¡¡
=    si 0z¸  

7) 
nnz z=  si 0z¸  et  n" Í  
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8) z z z z¡ ¡+ ¢ +       

Exemple : calculer  le module des nombres 

complexes suivants : 1) ( )1 5 1 3z i= +   

2) ( )( )iiz -+= 312
       3) 

3

3
1

31
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-

+
=

i

i
z  

Solution : 

1) ( )1 5 1 3 5 1 3 5 1 3 10z i i= - + = - + = + = 

2) ( )( )2 1 3 1 3 2 4 2 2z i i i i= + - = + ³ - = ³ = 

3) 
3

33 3

3

1 31 3 1 3 1 3

1 1 1 1

ii i i
z

i i i i

å õ+å õå õ+ + + æ ö= = = =æ öæ öæ ö æ öæ ö- - - -ç ÷ ç ÷ç ÷

 

( )
3

3

3

4
2 2 2

2
z
å õ
= = =æ öæ ö
ç ÷

 

2) interpretation geometrique du module : 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé 

soit M  lôimage du nombre complexe z x iy= +  

avec xÍ  et yÍ  on 

a : ( );M x y  donc :  

2 2OM OM x y z= = + = 

Donc : z OM=  

 

Propriété :Si et  ont pour affixes zAet Bz  , 

alors :   z zB AAB =AB= - 

Preuve :soit M  tel que : OM=AB 

On a donc : Mz z zB A= -  avec Mz  lôaffixe de M  

Donc : 
Mz z z OMB A- = = =AB 

Exemple1 : Le plan complexe est rapporté à un 

repère orthonormé( ); ;O u v  ; les points A, B et C 

ont pour affixes: 2=Az  et izB 31+=  et 33 izC +=  

Montrer que le triangle ABC   est équilatéral 

Solution :il suffit de montrer que : AC BC=AB= 

( )
22

1 3 2 1 3 1 3 4 2z z i iB AAB= - = + - = - + = - + = = 

()
22

3 3 2 1 3 1 3 4 2CC z z i iAA = - = + - = + = + = = 

3 3 1 3 2 2C BBC z z i i= - = + - - = = 

Donc : AC BC=AB= 

Exemple2 : Déterminer l'ensemble()D  des points 

d'affixe  tels que : 1 2 7 2z i z i- - = - + 

Solution : 

Methode1 : Méthode géométrique : 

( ) ( )1 2 7 2 1 2 7 2z i z i z i z i- - = - + Ú - + = - - 

On pose : ( )1 2AA z i= +  et ( )7 2BB z i= -  

M A M Bz z z z AM BMÚ - = - Ú =  

L'ensemble ()D cherché est la médiatrice du 

segment[ ]AB  

Methode1 : Méthode algébrique : 

zÍ  donc x$ Í  et y$ Í  tel que : z x yi= +  

1 2 7 2 1 2 7 2z i z i x yi i x yi i- - = - + Ú + - - = + - + 

( ) ( )1 2 7 2x i y x i yÚ - + - = - + + 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 7 2 1 2 7 2x y x y x y x yÚ - + - = - + + Ú - + - = - + + 

2 2 2 22 1 4 4 14 49 4 4x x y y x x y yÚ - + + - + = - + + + + 

()12 8 48 0 :3 2 12 0x y x yÚ - - = Ú D - - = 

Exercice 8:Déterminer l'ensemble des points 

d'affixe tels que :a) 3 5z i- + = 

b) 4 5 2z i z- - = + 

Solution :  

a) Soit le point d'affixe 3 i-  

 

L'ensemble cherché est le cercle de centre A 

et de rayon . 

b) Soient B et C les points d'affixes 4 5i+ et  

http://ressources.unisciel.fr/ramses/511-14-nbr-complexes/co/fa301_3_3.html
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L'ensemble cherché est la médiatrice du 

segment [ ]BC  

Exercice9 :Déterminer l'ensemble()C  des points 

d'affixe  tels que : 2 3z i- = 

Solution : 

Methode1 : Méthode géométrique : 

2 3z i- = On pose : ( )2AA z i=  

3 3M Az z AMÚ - = Ú = 

L'ensemble ()C cherché est le cercle de centre : 

( )0;2A et de rayon : 3R=  

Methode1 : Méthode algébrique : 

zÍ  donc x$ Í  et y$ Í  tel que : z x yi= +  

( )2 3 2 3 2 3z i x yi i x i y- = Ú + - = Ú + - = 

( ) ( ) ( )
2 2 22 22 3 0 2 3x y x yÚ + - = Ú - + - = 

L'ensemble ()C cherché est le cercle de centre : 

( )0;2A et de rayon : 3R=  

Exercice10 : Déterminer l'ensemble()D  des 

points  d'affixe  tels que : 
1

3 4 1iz z i
i

+ = - + 

Solution : 

Methode1 : Méthode géométrique : 

( ) ( )
1 1

3 4 1 3 4iz z i i z i z i
i i

+ = - + Ú - = + + 

3 4z i z iÚ - = + + car 
1

1i
i

= = 

( )3 4z i z iÚ - = - - - 

On pose : ( )3AA z i=  et ( )4BB z i=- - 

M A M Bz z z z AM BMÚ - = - Ú =  

L'ensemble ()D cherché est la médiatrice du 

segment[ ]AB  

VI) FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN NOMBRE 

COMPLEXE NON NUL 

1) L’argument d’un nombre complexe non nul.  

Définition :Le plan complexe est menu dôun 

repère ( ); ;O u v .Soit ᾀ un nombre complexe non 

nul et ὓ(ᾀ) son image. On appelle argument du 

nombre complexe ◑ une mesure (en radian) de 

lôangle ( );u OM  On le note par ╪►▌(◑) 

 
Exemple : Le plan complexe est rapporté à un 

repère orthonormé( ); ;O u v ; 

on considère les points A ; B ;C ;D ;E ;F qui ont 

pour affixes: 2=Az  et 2Bz i=- et 2 2Cz i= + et 

3Dz i=  et 3Ez =- et 2 2Fz i=- + 

1)Représenter les points A ; B ;C ;D ;E ;Fdans 

Le plan complexe 

2)on utilisant la représentions déterminer 

lôargument des complexe : Az  et Bz  et Cz et Dz  et 

Ez  et Fz  Solution :1) 
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2) [ ]arg 0 2Az p=     et  [ ]arg 2
2

Bz
p
p=-  

    [ ]arg 2
4

Cz
p
p=     et  [ ]arg 2

2
Dz
p
p=  

    [ ]arg 2Ez p p=      et   [ ]
3

arg 2
4

Fz
p
p=  

Remarque : le complexe nul nôa pas dôargument 

Propriété : z *Í    et y *Í   

1) [ ]arg 2z z p p*-Í Ú ¹   2) [ ]arg 0 2z z p*+Í Ú ¹  

3) () [ ]arg 2
2

iy
p
p¹  si 0y  et () [ ]arg 2

2
iy

p
p¹-  si 

0y  

4) ( ) [ ]arg arg 2z zp p- ¹ +  5) [ ]arg arg 2z z p¹-  

Exemple : () [ ]arg 5 2
2

i
p
p¹  et ( ) [ ]arg 3 2

2
i

p
p- ¹-  

() [ ]arg 2 0 2p¹  et ( ) [ ]arg 1 2p p- ¹  

2) Forme trigonométrique d’un nombre 

complexe non nul  

Soit ᾀ = ὥ + Ὥὦ un complexe non nul, on a donc  

² ²z a b= +  Í 0 et par suite : 

² ²
² ² ² ²

a b
z a b i

a b a b

å õ
= + +æ ö

+ +ç ÷
 

Or : si arg(ᾀ) ſ — [2“] 

alors : cos
² ²

a

a b
q=

+
et sin

² ²

b

a b
q=

+
 

Et finalement : ᾀ = |ᾀ|(ὧέί— + Ὥ ίὭὲ—) 

Propriété : Tout nombre complexe non nul ᾀ à 

une écriture de la forme ᾀ = |ᾀ|(ὧέί— + Ὥ ίὭὲ—)  

Où arg(ᾀ) ſ — [2“]  

Cette ®criture sôappelle la forme trigonom®trique 

du nombre complexe non nul ◑ 

Exercice11 : 

Donner la forme trigonométrique du nombre 

complexe ᾀ dans les cas suivants : 

1) 1 3z i= +      2) 2 1z i= -   3) 
3

3 1

6 2
z i=- + 

4) 
3 1 3z i=- -     5) ᾀ = 7      6) ᾀ = ī12 

Solution :1) 
2

2

1 1 3 4 2z = + = = 

1

3 1
3 1 2 2 cos sin

2 2 6 6
z i i i

p på õ å õ
= + = + = +æ ö æ öæ ö ç ÷ç ÷

 

[ ]1arg 2
6

z
p
p¹  

 

2) ( )
22

2 1 1 2z = + - = 

1

1 1
1 2 2 cos sin

4 42 2
z i i i

p på õ å õ
= - = - = -æ öæ ö

ç ÷ç ÷
 

Et on a : ( )cos cosx x- = et ( )sin sinx x- =-  donc : 

2 2 cos sin
4 4

z i
p på õå õ å õ

= - + -æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

     [ ]2arg 2
4

z
p
p¹-  

3) 3

3 1

6 2
z i=- +        3

3 1 1 3

36 4 3 3
z = + = = 

3

3 1 3 1 3 3
cos sin

6 2 3 2 2 3 3 3
z i i i

p på õ å õ
=- + = - + = - +æ ö æ öæ ö ç ÷ç ÷

 

Et on a : ( )sin sinx xp- =  et ( )cos cosx xp- =-  

Donc:  

3

3 3 2 2
cos sin cos sin

3 3 3 3 3 3
z i i

p p p p
p p

å õ å õå õ å õ å õ å õ
= - + - = +æ ö æ ö æ ö æ öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
 

4) 
3 1 3z i=- -      

( ) ( )
22

3 1 3 4 2z = - + - = = 

3

1 3
1 3 2 2 cos sin

2 2 3 3
z i i i

p på õ å õ
=- - = - - = - -æ ö æ öæ ö ç ÷ç ÷
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( )sin sinx xp+ =-  et ( )cos cosx xp+ =-  

4

4 4
2 cos sin 2 cos sin

3 3 3 3
z i i

p p p p
p p

å õ å õå õ å õ å õ å õ
= + + + = +æ ö æ ö æ ö æ öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
 

Propriété : z *Í  

Si on a ( )cos sinz r iq q= +  avec 0r  

Alors z r=  et [ ]arg 2z q p¹  

Exemple : Donner la forme trigonométrique du 

nombre complexe ᾀ dans les cas suivants avec  

] [{}; 0q p pÍ - -  

1) 1 sin cosz iq q= +       2) 2 1 cos sinz iq q= - -  

3) 2

3 sin 2 sin
2

z i
q

q= +  

Solution : 1) 

1 sin cos 1 cos sin
2 2

z i i
p p

q q q q
å õå õ å õ

= + = - + -æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

       

Donc : côest forme trigonom®trique du nombre 

complexe 1z  donc 1 1z =  et [ ]arg 2
2

z
p
q p¹ -  

2) 
2

2 1 cos sin 2sin 2sin cos
2 2 2

z i i
q q q

q q= - - = -  

2 2sin sin cos
2 2 2

z i
q q qå õ

= -æ ö
ç ÷

 

2 2sin cos sin
2 2 2 2 2

z i
q p q p qå õå õ å õ

= - - -æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

 

2 2sin cos sin
2 2 2 2 2

z i
q q p q på õå õ å õ

= - + -æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

 

¶ Si ] [0;q pÍ  alors : 0;
2 2

q pø è
Íù é
ú ê

 donc 2sin 0
2

q
 

Donc : la forme trigonométrique du nombre 

complexe 2z  est :

2 2sin cos sin
2 2 2 2 2

z i
q q p q på õå õ å õ

= - + -æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

 

2sin
2

z
q

=  et [ ]arg 2
2

z
q p

p
-

¹  

¶ Si ] [;0q pÍ -  alors : ;0
2 2

q pø è
Í -ù é
ú ê

 donc 2sin 0
2

q
 

2 2sin cos sin
2 2 2 2 2

z i
q q p q på õå õ å õ

=- - - - -æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

 

2 2sin cos sin
2 2 2 2 2

z i
q q p q p

p p
å õå õ å õ

=- + - + + -æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

 

2 2sin cos sin
2 2 2

z i
q p q p qå + + õå õ å õ

=- +æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

 

Donc : côest la forme trigonométrique du nombre 

complexe 2z  et on a :  

2sin
2

z
q

=-  et [ ]arg 2
2

z
q p

p
+

¹  

3) 2 2

3 sin 2 sin 2cos sin 2 sin
2 2 2 2

z i i
q q q q

q= + = +  

3 2sin cos sin
2 2 2

z i
q q qå õ

= +æ ö
ç ÷

 

¶ Si ] [0;q pÍ  alors : 0;
2 2

q pø è
Íù é
ú ê

 donc 2sin 0
2

q
 

Donc : la forme trigonométrique du nombre 

complexe 3z  est : 3 2sin cos sin
2 2 2

z i
q q qå õ

= +æ ö
ç ÷

 

2sin
2

z
q

=  et [ ]arg 2
2

z
q
p¹  

¶ Si ] [;0q pÍ -  alors : ;0
2 2

q pø è
Í -ù é
ú ê

 donc 2sin 0
2

q
 

2 2sin cos sin
2 2 2

z i
q q qå õå õ å õ

=- - -æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

 

2 2sin cos sin
2 2 2

z i
q q q

p p
å õå õ å õ

=- + + +æ ö æ öæ ö
ç ÷ ç ÷ç ÷

 

Donc : côest la forme trigonométrique du nombre 

complexe 2z  et on a :  
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2sin
2

z
q

=-  et [ ]arg 2
2

z
q

p p¹ +  

3) Règles de calculs sur les arguments :  

Soit ᾀ et ᾀǋ deux nombres complexes non nuls tels 

que arg(ᾀ) ſ — [2“] et arg(ᾀǋ) ſ —ǋ [2“] 

On donc : 

ᾀ = |ᾀ|(ὧέί— + Ὥ ίὭὲ—) et ᾀǋ= |ᾀǋ|(ὧέί—ǋ + Ὥ ίὭὲ—ǋ) 

et par suite : 

 ᾀᾀǋ= |ᾀ||ᾀǋ|(ὧέί— + Ὥ ίὭὲ—)(ὧέί—ǋ + Ὥ ίὭὲ—ǋ) 

= |ᾀ||ᾀǋ|(ὧέί—ὧέί—ǋ + Ὥ ὧέί— ίὭὲ—ǋ + Ὥ ίὭὲ— ὧέί— ī 

ίὭὲ— ίὭὲ—ǋ) 

= |ᾀ||ᾀǋ|(ὧέί—ὧέί—ǋī ίὭὲ— ίὭὲ—ǋ + Ὥ (ὧέί— ίὭὲ—ǋ + 

ίὭὲ— ὧέί—)) = |ᾀ||ᾀǋ|(cos(— + —ǋ) + Ὥ sin(— + —ǋ)) 

(En utilisant les formules de transformations) 

Propriété principale : Soit ᾀ et ᾀǋ deux nombres 

complexes non nuls, on a : 

arg (ᾀ × ᾀǋ) ſ arg(ᾀ) + arg(ᾀǋ) [2“] 

Propriété Règles de calculs pour les arguments : 

Soit ᾀ et ᾀǋ deux nombres complexes non nuls : 

1) arg (1/ᾀ) ſ īarg(ᾀ) [2“] 

2) arg (ᾀ/ᾀǋ) ſ arg(z) ī arg(ᾀǋ) [2“] 

3) arg(ᾀὲ) ſ ὲ arg(ᾀ) [2“] 

4) arg(īᾀ) ſ arg(ᾀ) + “ [2“] 

5) arg (ᾀ←) ſ ī arg(ᾀ) [2“] 

Preuves (en exercice) 

Notations : Soit ᾀ un nombre complexe dont la 

forme trigonométrique est : ᾀ = ὶ (ὧέί— + Ὥ ίὭὲ—) 

côest-à-dire |ᾀ| = ὶ et arg(ᾀ) ſ — [2“] 

On écrit : ᾀ = [ὶ, —] 

Règles de calculs : 

1) [ὶ, —] × [ὶǋ, —ǋ] = [ὶὶǋ, ——ǋ] 

2)1/ [ὶ, —] = [1/ὶ, ī—] 

3)[ὶ, —] / [ὶǋ, —ǋ] = [ὶ/ὶǋ, — ī —ǋ] 

4) ī [ὶ, —] = [ὶ, “ + —] 

5) [ ];r q= [ὶ,ī—] 

6) [ὶ, —] ὲ = [ὶὲ, ὲ—] 

Ces propri®t®s ne sont que lôassemblage des 

propriétés sur les calculs des modules et les 

calculs des arguments. 

Exemple :on considère les nombres complexes : 

1 3z i= -et 2 1z i= - et 1

2

z
Z

z
=  et 6 2

1 2U z z= ³  

1)Ecrivez les nombres complexe 
1z  ; 

2z  et Z  et  

Sous leurs formes trigonométriques. 

2) Ecrire le complexe Z Sous sa forme algébrique 

puis en déduire cos
12

p
 et sin

12

p
 

Solution :1) 
1 3z i= - 

( )
2 2

1 3 1 4 2z = + - = = 

 Donc :
3 1

3 2 2 cos sin
2 2 6 6

i i i
p på õ å õ

- = - = -æ ö æ öæ ö ç ÷ç ÷

 

On a : ( )cos cosx x- =  et ( )sin sinx x- =-  

Donc : 
1 2 cos sin 2;

6 6 6
z i

p p på õå õ å õ è ø
= - + - = -æ ö æ öæ öé ù

ç ÷ ç ÷ ê úç ÷
 

On a : ( )
22

2 1 1 2z = + - = 

2

1 1
1 2 2 cos sin

4 42 2
z i i i

p på õ å õ
= - = - = -æ öæ ö

ç ÷ç ÷
 

2 2 cos sin 2;
4 4 4

z i
p p på õå õ å õ è ø

= - + - = -æ ö æ öæ öé ù
ç ÷ ç ÷ ê úç ÷

 

1

2

2
cos sin 2 cos sin

6 4 6 4 12 122

z
Z i i

z

p p p p p på õ å õå õ å õ å õ å õ
= = - + + - + = +æ ö æ ö æ ö æ öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
 

1

2

2
cos sin 2 cos sin

6 4 6 4 12 122

z
Z i i

z

p p p p p på õ å õå õ å õ å õ å õ
= = - + + - + = +æ ö æ ö æ ö æ öæ ö æ ö

ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷
 

6 2

6 2

1 2 2; 2;
6 4

U z z
p pè ø è ø

= ³ = - ³ -é ù é ù
ê ú ê ú

 

6 72 ; 2; 2 ;
2 2

U
p p

p p
è øè ø å õ

è ø= - ³ - = - + -æ öé ùê úé ù
ê ú ç ÷ê ú

 

( )7 7 73 3
2 cos sin 2 0 1 2

2 2
U i i i

p på õå õ å õ
= - + - = + =æ ö æ öæ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷
 

2) 
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( )( )

( )( )

3 13 3 3 1 3 1 3 1

1 1 1 2 2 2

i ii i i
Z i

i i i

- +- + - + + -
= = = = +
- - +

 

3 1 3 1
2 cos sin

12 12 2 2
Z i i

p på õ + -å õ å õ
= + = +æ ö æ öæ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷
 

Donc : 

3 1
3 12cos cos

12 122 2 2

3 1 3 1
sin

2 12 2 2sin
12 2

p p

p
p

ë +
î ë +å õ å õ

= =î îæ ö æ ö
î ç ÷ î ç ÷

Úì ì
+ -å õî î

=æ öî îå õ ç ÷í=æ öî
ç ÷í

 

6 2
cos

12 4

6 2
sin

12 4

p

p

ë +å õ
=î æ ö

î ç ÷
Ú ì

-å õî
=æ öî ç ÷í

 

Exercice12 : Ecrire le complexe 

8

2 6

2 2
Z i
å õ
= +æ öæ ö
ç ÷

 

Sous sa forme algébrique 

Solution :On va dôabord ®crire 
2 6

2 2
u i= +  

Sous la forme trigonométrique 

2 6 1 3
2 2 cos sin

2 2 2 2 3 3
u i i i

p på õ å õ
= + = + = +æ ö æ öæ ö ç ÷ç ÷

 

Donc : 

8 8
2 6

2;
2 2 3

Z i
på õè ø

= + =æ öé ùæ öê úç ÷

 

8 8 8 8
2 ; 16 cos sin

3 3 3
Z i

p p pè ø å õ
= = +æ öé ù
ê ú ç ÷

 

6 2 6 2
16 cos sin

3 3
Z i

p p p p+ +å õ
= +æ ö
ç ÷

 

2 2
16 cos 2 sin 2

3 3
Z i

p p
p p

å õå õ å õ
= + + +æ ö æ öæ ö

ç ÷ ç ÷ç ÷
 

2 2 1 3
16 cos sin 16

3 3 2 2
Z i i

p p å õå õå õ å õ
= + = - +æ öæ ö æ öæ ö æ öç ÷ ç ÷ç ÷ ç ÷

 

8 8 3Z i=- +  

Exercice 13 : D®terminer le module et lôargument 

du nombre complexe ᾀ dans les cas suivants : 

1) 
3 3 3

2 2
z i= -      2) 5 5z i=- -   3) 6 6 3z i=- +  

4) ( )
4

3 3z i= -  5) 2 2 3z i=- -  6)  6 2z i= -      

7) ( )
1 3

3 3
2 2

z i i
å õ

= + - -æ öæ ö
ç ÷

         8) 
1

6 2
z

i
=

-
    

9) 
2 2 3

6 2

i
z

i

- -
=

-
 

VII) INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES 

1) Angles orientés et argument.  

Le plan complexe est rapporté à un repère 

orthonormé( )1 2; ;O e e ; 

On sait que si le nombre complexe ᾀ est non nul 

alors : ( ) [ ]1; arg 2e OM z p¹  

 Soit ᾀ et ᾀǋ deux complexes non nuls dôimages 

respectives ὓ et ὓ ǋ , on a  

( )( )( )[ ]1 1; ; ; 2OM OM OM e e OM p¡ ¡¹ +  

( )( )[ ]1 1; ; 2e OM e OM p¡¹- +  

( ) [ ] [ ]; arg arg 2 arg 2
z

OM OM z z
z

p p
¡

¡ ¡¹ - ¹  

Soient ὃ et ὄ deux points dans le plan complexe 

dôaffixes respectifs ὥ et ὦ, on sait quôil existe un 

unique point ὓ tel que AB OM= et ὓ aura  

Pour affixe le complexe (ὦ ī ὥ) 

 

Donc : ( ) ( )[ ]1; arg 2e AB b a p¹ -  

Soient ὃ, ὄ et ὅ trois points distincts dans le plan 

complexe dôaffixes respectifs ὥ, ὦ et c, on a : 

( )( )( )[ ]1 1; ; ; 2AB AC AB e e AC p¹ +  
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( ) ( )( )[ ]1 1; ; ; 2AB AC e AB e AC p¹- +  

( ) ( ) ( )[ ]; arg arg 2AB AC b a c a p¹- - + -  

( ) ( ) ( )[ ]; arg arg 2AB AC c a b a p¹ - - -  

( ) [ ]; arg 2
c a

AB AC
b a

p
-å õ

¹ æ ö
-ç ÷

 

 

Soient A, ὄ, ὅ et Ὀ quatre points distincts dans le 

plan complexe dôaffixes respectifs ὥ, ὦ, ὧ et Ὠ  

 on a : ( )( )( )[ ]; ; ; 2AB CD AB AC AC CD p¹ +  

( )( )( ) [ ]; ; ; 2AB CD AB AC CA CD p p¹ + +  

( ) ( )[ ]; arg arg arg 1 2
c a d c

AB CD
b a a c

p
- -å õ å õ

¹ + + -æ ö æ ö
- -ç ÷ ç ÷

 

( ) [ ]; arg 2
c a d c

AB CD
b a a c

p
- -å õå õ

¹ -æ öæ ö
- -ç ÷ç ÷

 

( ) [ ]; arg 2
d c

AB CD
b a

p
-å õ

¹ æ ö
-ç ÷

 

Propriété :1) Soient ὓ et ὓô et A, ὄ, ὅ et Ὀ quatre 

points distincts dans le plan complexe dôaffixes 

respectifs ᾀ, ᾀǋ, ὥ, ὦ, ὧ et Ὠ   on a : 

1) ( ) [ ]; arg 2
z

OM OM
z

p
¡å õ

¡¹ æ ö
ç ÷

 

2) ( ) ( )[ ]1; arg 2e AB b a p¹ -  

3)( ) [ ]; arg 2
c a

AB AC
b a

p
-å õ

¹ æ ö
-ç ÷

 

4) ( ) [ ]; arg 2
d c

AB CD
b a

p
-å õ

¹ æ ö
-ç ÷

  

Exemple : Soient A, ὄ et ὅ des points dans le 

plan complexe dôaffixes respectifs 3 5z iA= + , 

3 5z iB= -  et 7 3Cz i= +    

1)montrer que : 2B C

A C

z z
i

z z

-
=

-
 

2)monter que ABC est un triangle rectangle et 

que : 2BC AC=  

Solution :1) 
( )2 4 24 8

2
4 2 4 2

B C

A C

i iz z i
i

z z i i

- +- - -
= = =

- - + - +
 

( ) [ ]; arg 2B c

A C

z z
CA CB

z z
p

å õ-
¹ æ ö

-ç ÷

 

( ) ()[ ]; arg 2 2CA CB i p¹  

( ) [ ]; 2
2

CA CB
p
p¹  

Donc : ABC est un triangle rectangle en C  

On a : 2B C

A C

z z
i

z z

-
=

-
 donc: 2B C

A C

z z
i

z z

-
=

-
 

Donc : 2
B C

A C

z z

z z

-
=

-
 donc: 2

BC

AC
=  

Donc : 2BC AC=  

Exemple15 : Le plan complexe est rapporté à un 

repère orthonormé( ); ;O i j ; 

Soient A, ὄ et ὅ des points dans le plan complexe 

dôaffixes respectifs 2a i= , ( )2 1b i= +  et 

c a b= +   

1)Montrer que OBCA est un losange 

2) Montrer que : [ ]
3

arg 2
8

c
p
p¹  

Solution : 

1)On a : c a b= + donc : OC OA OB= +  

Donc OBCA est un parallélogramme 
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on a : 0 2 2a i OA- = = = 

( ) ( )0 2 1 2 1 2 2 2OB b i i= - = + = + = = 

alors : OB OA=  

donc OBCA est un losange 

2) ( )[ ]arg ; 2c i OC p¹  

( )( )[ ]; ; 2i OB OB OC p¹ +  

( ) ( )[ ]
1

; ; 2
2

i OB OB OA p¹ +  (OBCA : losange) 

[ ]
1

arg arg 2
2

a
b

b
p¹ +  

( )[ ]
1

arg arg arg 2
2

b a b p¹ + -  

Donc : ( )[ ]
1

arg arg arg 2
2

c a b p¹ +  

Or : 2a i=  donc : [ ]arg 2
2

a
p
p¹  

Et : ( )
2 2

2 1 2
2 2

b i i
å õ

= + = +æ öæ ö
ç ÷

 

2 cos sin
4 4

b i
p på õ

= +æ ö
ç ÷

 donc [ ]arg 2
4

b
p
p¹  

Donc : [ ]
1

arg 2
2 2 4

c
p p

p
å õ

¹ +æ ö
ç ÷

 

Donc : [ ]
3

arg 2
8

c
p
p¹  

Exercice16 : Soient A, ὄ et ὅ des points dans le 

plan complexe dôaffixes respectifs 2a i= +, 

3 2b i= +  et 5c i= -   

Soit a une mesure de lôangle orient® : ( );AB AC  

Calculer  tana 

Solution :On a : ( ) [ ]; arg 2
c a

AB AC
b a

p
-å õ

¹ æ ö
-ç ÷

 

Donc : [ ]arg 2
c a

b a
a p

-å õ
= æ ö

-ç ÷
 

( )( )

( )( )

3 2 13 2 1 5 1 5

1 1 1 2 2 2

i ic a i i
i

b a i i i

- -- - -
= = = = -

- + + -
 

26

2

c a

b a

-
=

-
 

Donc : ( )
26 1 5

cos sin
2 2 2

c a
i i

b a
a a

-
= + = -

-
 

Donc : 26 cos 1a=  et 26 sin 5a=- 

Donc : 
1

cos
26

a=  et 
5

sin
26

a
-

=  

Donc : tan 5a=- 

Exercice17 :On considère dans le plan complexe 

muni dôun rep¯re orthonorm® ד( )1 2; ;O e e   les 

points ὃ, ὄ et ὅ dôaffixes respectifs : 1 2z =- et 

2 1z i= +et 3 1z i= - 

1) Placer dans le repère ד les points ὃ, ὄ et ὅ 

2) D®terminer le module et lôargument du nombre 

complexe 
2 1

3 1

z z

z z

-

-
  et déterminer une mesure de 

lôangle ( );AC AB  

3) Montrer que la droite (ὕὃ) est la médiatrice du 

segment [ὄὅ] et en déduire que : 

( ) [ ]; 2
8

AO AB
p
p¹  
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4) Ecrivez le nombre 
1 2

1

z z

z

-
sous sa forme 

algébrique puis en déduire cos (
8

p
) et sin (

8

p
) 

2) Applications  

2.1 Alignement de 3 points.  

Corolaire :Trois points ὃ(ὥ), ὄ(ὦ) et ὅ(ὧ) sont 

alignés si et seulement si : [ ]arg 0 2
c a

b a
p

-å õ
¹æ ö

-ç ÷
 

Preuve : On sait que : ( ) [ ]; arg 2
c a

AB AC
b a

p
-å õ

¹ æ ö
-ç ÷

 

Et ( )cos sin
c a

r i
b a

q q
-
= +

-
où

c a
r

b a

-
=

-
 et  

 ( ) [ ]; 2AB AC q p¹   

ὃ(ὥ), ὄ(ὦ) et ὅ(ὧ) sont alignés si et seulement si  

( ) [ ]; 2
c a

AB AC k r
b a

p p
-

¹ Ú =
-

 ou 
c a

r
b a

-
=-

-
 

                                        Ú
c a

b a

-
Í

-
 

Exercice18 :1° Vérifier que les points ὃ(5+3Ὥ) ; 

ὄ(2+Ὥ) et ὅ(ī1īὭ) sont alignés 

2° Est ce que les points ὓ(ī2+2Ὥ), ὔ(2īὭ) et 

ὔ(1īὭ) sont alignés ? 

2.2 droites parallèles 

Corolaire : ὃ(ὥ), ὄ(ὦ) et ὅ(ὧ) et D(d) 

( )( )CDAB si et seulement si : [ ]arg 0 2
a b

c d
p

-å õ
¹æ ö

-ç ÷
 

Ou [ ]arg 2
a b

c d
p p

-å õ
¹æ ö

-ç ÷
 

2.3 droites perpendiculaires 

Corolaire : ὃ(ὥ), ὄ(ὦ) et ὅ(ὧ) et D(d) 

( ) ( )CDAB ^ si et seulement si : 

[ ]arg 2
2

a b

c d

p
p

-å õ
¹æ ö

-ç ÷
ou [ ]arg 2

2

a b

c d

p
p

-å õ
¹-æ ö

-ç ÷
 

si et seulement si : 

( )( )[ ]; ; 2AB AC DB DC p¹  ou ( ) ( )[ ]; ; 2AB AC DB DCp p¹ -  

Théorème : Soit ὃ(ὥ),ὄ(ὦ), ὅ(ὧ) et Ὀ(Ὠ) quatre 

points dans le plan complexe. 

Les points ὃ,ὄ,ὅ et Ὀ sont cocycliques si et 

seulement si : 
c a b d

b a c d

*- -
³ Í

- -
 

Exercice19 : Dans le plan complexe, déterminer 

l'ensemble des points M d'affixe z tel que :  

5 2

1

-
=
-

z
Z

z
Soit un imaginaire pur. 

Solution : Pour répondre à cette question, on 

peut écrire Z sous forme algébrique et dire que sa 

partie réelle est nulle ou il suffit de calculer la 

partie réelle.  

Il faut que zÍ1 . On note A(1) 

zÍ  donc x$ Í  et y$ Í  tel que : z x yi= +  

( )( )

( )
2 2

5 2 5 15 2 5 2 5

1 1
1

- + - -- - +
= = =

- - +
- +

x iy x iyz x iy
Z

z x iy x y
 

( ) ( )

( )

2 2

2 2

5 5 2 2 5 5 2 5 5

1

- - + + + - + + -
=

- +

x x x y i xy y xy y
Z

x y
 

( )
( )

2 2

2 2

5 7 2 5 3

1

- + + -
=

- +

x x y iy
Z

x y
 

Z est un imaginaire pur

( )

2 2

2 2

5 5 7 2
0

1

0

ë + - +
=îî

Ú ì - +
î
¸îí

x y x

x y

z

 

2 25 5 7 2 0

1 0

ë + - + =î
Ú ì

¸ ¸îí

x y x

x ouy
 

2 2 7 2
0

5 5
Ú + - + =x y x  

2

27 49 2
0

10 100 5

å õ
Ú - + - + =æ ö
ç ÷
x y  

2

27 9

10 100

å õ
Ú - + =æ ö
ç ÷
x y  

Il s'agit de l'équation du cercle (C) de centre  
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ɤ(
7

10
+0 i) et de rayon 

3

10
 . 

Le point A(1) appartient à (c). 

L'ensemble cherché est donc le cercle (C) privé 

de A. 

 

Exercices20 : 

Déterminer l'ensemble des points M d'affixe z tels 

que :
2

1
1

-
=

+ -

z

z i
 

Solution : 

Première méthode (méthode algébrique) 

z x yi= +  avec xÍ  et yÍ  

On doit avoir : 1¸ - +z i  

2 2- = - +z x yi  

( )1 1 1+ - = + + -z i x i y  

22
1 1

1 1

--
= Ú =

+ - + -

zz

z i z i
 

2 1Ú - = + -z z i  

( ) ( ) ( )
2 2 222 1 1Ú - + = + + -x y x y  

2 2 2 24 4 2 1 2 1Ú - + + = + + + - +x x y x x y y  

6 2 2 0 3 1Ú - + + = Ú = -x y y x  

L'ensemble cherché est la droite (D) d'équation 

3 1= -y x  

Deuxième méthode (méthode géométrique) 

On pose : A(ī1+i)  et  B(2)   et   M (z) 

( )1+ -AM z i   donc  1+ - =z i AM  

( )2-BM z   donc  2- =z BM  

22
1 1 1

1 1

--
= Ú = Ú = Ú =

+ - + -

zz BM
BM AM

z i AMz i
 

L'ensemble des points M cherché est la 

médiatrice du segment [AB]. 

 

Exercice21 :soit a et b et c des nombres 

complexes tels que :  1a b c= = = et a çet 

b ç 

1)Montrer que : 

2
c b a

c a b

-å õ
³ Íæ ö

-ç ÷
 

2)en déduire que : 
1

arg arg
2 2

c b b

c a a

p-å õ å õè ø
¹æ ö æ öé ù-ç ÷ ç ÷ê ú

 

Solution : 

22
c b a c b a

c a b c a b

å õ- -å õ
³ = ³æ öæ ö

- -ç ÷ ç ÷
 

On a si : 1z =  alors  : 
1

z
z
=  donc : 

2 2

2
1 1 1

1 1 1

b c

c b a bc b a bc
a cc a b a

c a b ac

-å õ å õ
-æ ö æ ö-å õ

³ = ³ = ³æ ö æ öæ ö --ç ÷ æ ö æ ö-
ç ÷ ç ÷
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2

2 2
1 1 1

1 1 1

c b a c b bc b a

c a b c a a

c a b

å õ
-æ ö- -å õ å õ

³ = ³ = ³æ öæ ö æ ö
- -ç ÷ ç ÷æ ö-

ç ÷

 

Donc : 

2
c b a

c a b

-å õ
³ Íæ ö

-ç ÷
 

2)puisque : 

2
c b a

c a b

-å õ
³ Íæ ö

-ç ÷
  alors :  

[]
2

arg 0
c b a

c a b
p

å õ-å õ
³ ¹æ öæ öæ ö-ç ÷ç ÷

 

Donc : []
2

arg arg 0
c b a

c a b
p

-å õ å õ
+ ¹æ ö æ ö

-ç ÷ ç ÷
 

Donc : []2arg arg
c b a

c a b
p

-å õ å õ
¹-æ ö æ ö

-ç ÷ ç ÷
 

1
arg arg

2 2

c b b

c a a

p-å õ å õè ø
¹æ ö æ öé ù-ç ÷ ç ÷ê ú

 

« C’est en forgeant que l’on devient forgeron »  

Dit un proverbe. 

C’est en s’entraînant régulièrement aux calculs et 

exercices Que l’on devient un mathématicien 

 

 

 

 

 

                          Bon courage 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


