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CALCULS INTEGRALES

1) INTEGRATION D’UNE FONCTION CONTINUE.
1) Activité : -
Le plan ®mat repreir ed c(cr,i,tj 0

lunité choisie étant | e
On considéeredéfai hiomcs o
f(x):3et on note C sa cou
Soit R |l a parti &axdcu de
abscisses , 'é¢quadteisonds oi
X =t x = 2 .

a) Caladuleer®dlen Rcm

b) Déterminer uUrmsarprliRmie
F -y -1) .

c) ) Déterminer unfes uarutl
calcule6G(61] 2)

2) Intégral et primitive.

2.1 Définition:So1MQine foncti on

i nt efOdatod eux é1 éiGe nauts e d ¢
fonction ju@milie vraofobeEe
sappeilheégral e Be n tdzefo o

C

é cr i ft(x)dx= & (x) = F(b)- F(a

on I"Iii(t)f(y(m)hggh)et(;)mpélle
int égrale de a a b .
Le méxeppell e | a botimda éig
et | ésarpépeell | e | a borne s

lN"nt égral e.
Remarque:1) Da@sr il iy (i)

| a vaosappeele une varia
|l e changewpopat! g uv ar i'elbl
ne figure’urpeasdedsandsedx b

A f(ax="fOdt =" f(Fds = §F (x)

_ e32ﬂ 3 3 3 .2,
2FSiFetF,sont deux fonc'iQa'Lﬁ'@anncp |)%|§s_7e£|d§4 2 20018
al orie DR @ Fe@ 69 6dE & i 0)0ED) D=fj(2x €)dx gx 3xg (1=3) {0) 4

&1

3) K=pQ =dt FInt e | 24 &

Et on FRab a) §K(b) ¢ RK(ad ¢ |3 Dt Fint)° ne
F,(b)- F =+ (b) F(adonc our | ul 2 s 1x
()~ R(3) =(b) (3 P 2)L erOSZG) : ()qu Lsin padl(s)ino 1
, . . - 8 H 27 B0 2
dune intégr a6, on prend

2.2) Interprétation géométrique de I’'intégrale.

siesutne fonction contidnu
lnlonrtmal ee Ia foapt e Sadini
LoL e Edtee o

dluR dpanfaine dél i mité
L bagx er €dPels€ Safhhstcd tsisVesds.
Isiads 'dd M G uCattsx Pl t q+< ;
t es

-La courfbe de

par

T
o
®
o
o

203rI°|tfo;)rir<}ztg ei' 0 lSJ %‘
int égr mb@c@sa-wlrﬁd( x)Jdx e X i st

ction
et finie.

2.4 Exemples :
Calcul er

mfgdred agiu 1 B Jd §(2) 8)dx
upe Il eur e e

r n . v
e ?onctlcmm} C®

|l es intégrales

e’ P
3 K=f %dt 4) L= ﬁ‘cos(Zq)d (
bl e muette, on peut
Sedutienaln)t| aq ufxe-Bxest continue sur [2;4]

PUnd'pfiiitive sur [2;4] est : x — gxz
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Exercicel:Cal cul er | es i ntégl‘aﬁez‘slt- é(iZt)Védﬁt g' =g %@0
1), =fj(2x 4)dx 2) 1, = (x* 48 2
1 ,.-, 1 1 1 1 3
21 2 =2 Zd =4 ¢ 2= =
3) I3=m?dx 4) 1, a7 e’ dt 4 2 2 2 2 9
\ in2
_ﬁ t2 _~|n2X _Jﬁ t2 _«/@ l 2\i At e_l 2 O
5)'5—m te” dt 6)|e_anX 5)|5—m te dt _On -2-(t)e dtg—z-e-OH
: \ Jn2
_..'. An3et + e’ _el g _1 (m2f 1 o 1_{(wm2) 1
= dX 8) I, d |, =2 —e" - == e ‘ =
m ) r|]12 eX_ ex X 5 g 2 ﬁ 2
¢ In X 3 2x+3 1 1 11 1 11 1.1
9)' —n—dX 10)| =R |. = _e'|n2 =+ = Z 4+ = . 3=
P e 4 °T 2 26 2 2 2 2 4
1 P
11) |, =nv2x 4dx 12 =% in® eln? e
) n ) 1y [ cosxsin” xdx 6) I, :ﬁln—xdx = i I xdx  =Ani R I3 xa>
1 X 1
3 p
13 =¢§& dx 14) I, = -€0S3x .
2= Wi sy « =2 Jox el Bl 1 1
l, =g——In*"x ¢ =In*e =In°1l =
. _ 82+1 H 3 3
a 0
15) I, = m‘cos xdx 16) |, = rjael— LS9
ﬁ 1) 2x+1 9 7 _ An2 _In2 e ) In2
)|7—m = dX = nidx eln‘é‘ 1‘+0{2}
~<In® X 3 (x-1)°
17) 1, = n—dx 18) 1, :m(x 1)e™V dx ;3
I, =Inje'"? ﬂ‘ Iin‘e0 1‘+In\3\ In2t In3 =n2 lng:2r
¢
19) Iy =~ _dx 20) | é(t ) d
s =0 X 0 = [t (tanx)” dx
1 x(1+1n x) _dwerer e )
s ~ ), g- ag* kb
+
1) 1 = FOC K 2, 1 1
X ly =Inje™ -] hle” " Mg —4 Inl'¢ ——
i e ¢
2
Solution :1)1, = fj(2x 4)dx gz% x-{?j g% x} a8 &
é u o o ~ 0
= = )2 % % Jin 2% 1k on S
,=(2* 2) (0* o} 4=2 2 ¢3 = *%g
L= (¢ 4% 2)dx Ly by gy 1?1& 2 x 9) 1, = Fnxdx = ([ ¥i(In %' dx £ (in >)“16‘
& . % +1 4
gl ‘s 13 b, & 4 I, = F2 In xdx =(In &’ l(Inl)2
L= A 3x a@g? -2 ¢ 26t (1) 2 o ~ I
& i “5c ¢ o1 1
I9=r’§;lnxdx = 0 E—
|2:‘;‘% 13 -%‘el 2 1»5-81:2 % 1+2+§ 4 %2
= - X°+3x -4
¢ o = o 23%7)& 24/% 3% 4 1
5 VX2 +3x -4 V¥ 3x 4
3)|_ﬁ1dxelg_&_6lé’1__161r_l 3
s N2 Ty &, 0 | 6 F 5 _ e[
T'x 8 XlH e —?g %T 2 |10—2é X° 8x 4 fj’ Zé\/ﬂ \/6-)
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IM:[’;] 2x 4dx é:(ﬁx 1H2x 1);+dx 2211—(2x 1)2 +t
2 €= +1
é2 &
& Y R B A Tl e P L.
L=2glo § RO S S0 10 Y
12) |, = ﬁcosxsm xdx = Zﬁm X)isin® xdx ;1S|n X!
I, =Lsin*? Llginto L o- 1
4 2 4 4 4
2 3 2 2 . 5
13:0(3X_4)5dx ;?.l(ﬁx 4)” dx ; 3f4){3x 4) -
2 2
e 5t @ 18 4 dl 4o 1 4
l,=o——(3x 4)°" 2 ==5(3x 4 ) =1
TR R RS
1 .1 1 1 16 .15
l,,=— 3— + = -
B -4 16 4 64 64 64
? & 1. . %
14) 1, = fj(z cos3x)dx  @x —5|nSXOH
3 . 6. 2
|14=252%’ —sinp 80 —?:-’C
g =
P
15) ;s = ff cos” xdx
, _l+cos2a L
(ona: cos"a= . linearization) Donc:

P14 c0s2x

w4
:mcos xdx = 4 dx %04(1 fioes2 ¥ d
P a °
s = 1’“7(1 €0s2X) dx Eex Lstx% Egga 1sn=’r—’0
2 d 2% 2
AL
15 8
16 <ph 1,1 8 sbon) 1foxq) if
1 Qg(xﬂ)z 2x+1 0 OQX-H.)Z 2 2xt O
\ 1
§_1+1 %Ian 1+§ t _m 1 _m\ = —|n3
X
In el, 3 & . 3
17) 1, = n—dx :l-p [ xdx lzlnlﬁ In3 xab
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el w1 4 1 ., 1
l.=z—In""x 5y =In"e =In"1 =
MR- <Ax! H 4 4 4
) ' el s
o x-1 A 2\l (x4)? _(x
|18 —m(x -1)e( )dX —5(X 1)') é ) dt gE— J Ot

:leo _lé é E-e l(g é
2 2 2 2 2
1
19)1,, = f— Six X g
10~ M x(1+1n X) 1 (“ 4n X)

p
I, =tan= —
2 4 4 4
9_ o ~
I21:ﬁsx 4x +2d =18%X8 4 g+@x
X X =
2D, % 8 46
=e§x9 dx 2nx 2 2= 4e 2+
€9 H 9 9

Formules importantes : cos(2a) =1 -2sin® a

cos(2a)=cos’ a Sin’ @ | costa=LTCB2R ; o, l-COs22
sin(2a) =2sina *os a

3) Intégral et operation et régles de calculs
Propriétél :

Soient "Q "Qet "Qdes fonctions continues sur un
intervalle "Od) wet wtrois éléments de 'Gt| un
réel, on a:

D) ) fi(x)dx=gF(X 7 =F(H +(3
2) Radx=[ a{. = b 9
3) f  (x)dx=0

b

4) { f(x)dx= - "X d»
5) fj f (x)dx= *{Hdx+ (7 o
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(Relation de Chasles)
6) f(f+0)(x)dx = f(Ndx + d F d(linéarite)
Nfyat)(x)dx= a { xdx

Preuve :

Démontrons par exemple la Relation de Chasles
f étant une fonction continue sur I, elle admet une
primitive sur cet intervalle.

Notons F une primitive de f sur I.

donc : ‘x(x+1)‘ =(x B

b)si xi [ 40] alors : x(x+1) ®

‘x(x+1)‘ =X x 1)

La Relation de Chasles donne :

Pour démontrer |’ égali tézf%\‘x(mﬁ)\dm é;ﬁ(xlﬁmtaxl 0(1:_(+l(<ﬁxb)‘nds
séparément chaque membredel ' égal i t ¢
ij(x)dx:F(c) - F(a) par d et ﬁﬂ(x2 +x)dx +h>€— ¥
X _ el 1,0 B, 1,°
rJf(X)dX_ F(b)-F(C) J—ggxs 'EXZ -g +—§-)8 E .
b
Af(x)dx=F(b) - F(a) 81 4266 4 & B
c : Ve g 00 0 @
Af(xdx+ HRd=F(c) - FFe) + |F(D)¥~ ™ ¢ '
= F(b) ‘Exdl_’nﬁoléz)on pb—sm‘e:os xdx et J = rjsm xdx
L’ égalité annoncée est
Exemple1:Cal cul er | es integjr)a?%lb*'lé]lt?t?w%lntes
9 2)en déduire | et J
1)l = m|x jdx 2)‘]_02‘)(()( )| dx Solution :

Solution :1)ona xi [0,3]

x-1 ® W E onva étudier le signe de : x- 1

—00 1 +
-0 +

xr
r—1

la Relation de Chasles donne :
=Rk ddx =|g Yex | o

Izij( —x)dx +(|’?’)f 1)-dx

PN
voo,:mo
N | o

)| dx

x(x+1) ® Kk Gou x= 1
on va étudier le signe de : x(x+1)
a)si xi [2 Y alors : x(x+1) 20

Prof/ATMANI NAJIB

P P P
1) 1+ ﬁcosz xdx -Iof‘ﬁpz xdx Ot(cqéf X sint >) d

P p
I+ Fjldx [¢

P w4 p
| -J ﬁcosz xdx -041?&12 xdx o“—’(cqﬁ2 X sin? >) d

- 1. P 1a. p 01
I -J =ycos2xdx =|sin2 X4 =sin= 0 §=
1 2[ As ?(jé 2 97
€43 L
2) | ! 4 par sommation on trouve:
1
I|- J =
f 2
p 1 L _Pt2
21 :Z +2— donc: | ==—— et on replace dans
dans la 1ére équation et on trouve: pr2 +J =Z’C
Donc:J:’g pr2 2P 2 P
8 8 8
http:// xriadiat.e-monsite.com 4




Exercice2 : > - (x _2) 2
In16 € Ln 1 X - 4X -4 X
ol d td =0 d
on p:o ;ﬁ X e m ey X
- (x* -4x)! X 4x !
1)C?|_b+ullem33 15 ( )dx+1_ 8 )dx
2)en déduire | et J 2 (Xz B} 4x)2 2 20 4 x)2
Solution :1)
4] ~|n16e"+3dx -Il_nl'gid |n16a,g‘-8 6 |:£é, 1 2@_1 el :
i g +4 OneX aEB 4 é 4+ 28 - 4x H 2 X&-4x,
insae’ +4 § In16 ~ 1341 1 061 4 1 2 1 1 1
~ ) | == g - S = - = .
'+ 9) aegex+4§>< Bl 1816 0 -din2 285 39 F4 83 3 1 1
e e +3 Intg 1 nsd g 8 3 2) | = ‘2 €
| - — =
¥ ) g +4 " Sone‘ -i4dX 0 étg 4 ¢ 4+(‘31
2-€¢ 20 W2z O Im2
Jne g q _In16( 4)id & g0 _n2 o
R Eeswie A (el - ¢ 48 | 1=h 4 o>
1-30 4™ 4 Inje 4+ mF-m20 405 | 1=R(2 €)dx 4 20
In In3
I—— +€g 2
|- 3] :|n2—50 4 2#n2 ger(g 82X,
I=((2in2 2) § ((8 2Ir3) (2 2In2)) Inas6_
& +J ZIn2 . _ 9
2) 3 par soustraction on trouve:
(1-3) =2in2 Exerciced:1)ver i fi er que
4J =2In2 donc: J—In—2 "x IR { 11 ax-5__ 9 1
2 -1 2(x+1) 2(x Q)
Et on replace dans dans la 1ére équation et on
trouve : - ; 2 4X- 5
2)Cal c ulnetré IraI1eI=sr3p—bv—dxnt
In2 In2 7In2 ) J X -1
——+1| HIn2donc: | =4n2 —— .
2 2 2 Solution :1)
Exercice3:Cal cul er | es intégragles su18( nf)?ﬁ l8x18 oy 2
Di=g 2 g =g () 2(xd)  a(x B(x ) 4(x D )
! (xz- 4x)
_ 16x-20  _ 4x5  4x 5
3) I=fj)x* x 2dx Hx+)(x ) (x B(x 1 ¥-1
Solution: 1)x-2 H Kk 2 54x- 5 Y 5
P . : _ 2) | = B
étude du signe de: x- 2 ) r3] m 2( 1) gx
a —0 2 o
ar—2 — 0 + i
: 95 1 151 9 (X+1) 1s(x 4) ]
=2 dx — dx : X = —nd>
La Relation de Chasles donne : ZQ(X +1) 25 K1 ( B 29 x 1
9. 5 1 5 1
5 |x-2] . |x 2 s |x 2] :Egn\x 14 3 Ingx 1 g(im In4) E(lM In2)
| = f————dx = _dx +—f—— dx
1(x2-4x) °&x2-4x) 2()3 4>§
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9

| ==In6 -gln4 Eln4 L ) 19
2 2 2

2 —In6 —In2
2 2 2

3
Exercice5:0 p o s &= fjcos“ xdx

1) mont r: eos“x:q—;t((ms4x #cos2x 3)

"x [R (linéarisation de cos” x)
2)endéduirel'i nt é¢r al e

iX 5 iX

Solution :1 ) o ncosx = donc:
. adt +e” K
COS' X=gg—— ¢
¢ 2
1 X X I
=€) 4(e) (&) ofe) (B oo () d ¢
=l(en uerer @ 4k @ @)
16
:i(emx +e4ix A_éix 4_é|x 6)
16
1

Sle =) o &) o)
Or on sait que :

2cosx =& +e™t 2cosnx= &> +e™

Donc : cos“q=%((2cos4x) #(2cos2x) 6

Donc: cos4x=%(cos4x #cos2x 3)

p P
2) | = fpoos'xdx = 2 f§os4x 4cos2x 3)d>

P

—1'15|n4x -|-41$|n2x 33X 3
8 & 2 £

141 1 p 0603,

=— sin2p #4=sin 33— 5 —=
g P NPT, 07

4) Intégrales et ordre
Soient f et g deux fonctions continues sur un
intervalle | etal 1 et bl | et a¢b

1)Si f est positive sur [a ; b], alors ‘r”j f (x)dx2 0
2)si ("x i[aH); f(x ¢y 3 alors:
ff(x)dxe g%

Prof/ATMANI NAJIB

3) ‘r”jf(x)dxtt‘ /(%) o
Preuve :1) Soit "Oune fonction primitive de la
(U INCH

Et comme "Qu) = 'O est positive alors "Oest
croissante et par suite (O< &) "@a) @) 0=

2) On pose 0a) = "Q) "] et on applique la
propriété précédente

30N a6 o G d): -|f(
En passant

‘@\f )ox ¢ ﬁ)@d)}(
BT e, /) <l (@)

Et par suite : ‘fj f(x) dx¢‘ :‘ﬁ( X)| dx

fonction "Qsur “Oon a : |’j) f (x)dx==

x) of (x) |€(x)

a | "intégral

i) o

Remarques : Les réciproques de chacun des
points de cette propriété sont fausses.

1)Par exemple : rj(XZ- 1) dx =§—mais pourtant, la

p asur[p;®k i
est -1.

2-1n’ e st
de O

fonction : x-
carl " i mage

2)De méme @'Zldx(t 02 R dx puisque 2 ¢ g

mais la fonction x- X n’ e st
Supérieure a 1 sur [0 ; 2].

Exemplel : Montrer les inégalités suivantes

K 1 3 ¢
1) mlnxdx2 0 2) Ed: e dt d

pas t o

Solution :1)on a In positive et continue sur le

segment|[L;e] et 1¢e donc: fjln xdx2 0

1 1 2
2) Montrons que : = ¢ r“(]e'X dt @

e
Soit ti [0;1] donc donc -1 ¢ t?  Oet puisque :
X+ € est croissante sur R alors : €* ¢ e* @
Et puisque : t— € X est continue sur [0;1] et

1 1 2 1
0<1Alors : ﬁe‘ldt¢ . f dt ¢01 df

Donc : l¢ rje-xz dt d
e

http:// xriadiat.e-monsite.com 6
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1 1 X
Exemple2 : Montrer que : = ¢ 1 3—dx
P a 6 :ml+x
Solution :on axi [0,1] Uo¢x ¢
Ulex 4 zU l¢i a
2 Xx+1
2
Donc:x—cl:i (Vg
2 1+Xx
Donc : l~dex(t1 X dx ¢1 X d
BURA
N L1
Donc:gx— ’3¢| ¢ig Donc:1¢l d&
a6 Iy &, 6 3

&
3

Exercice6 :soit la suite numérique (u,)définie

par: u, :ﬁ1+x“dx "niN

1)Montrer que (u,)est croissante

2) Montrer que : 1g u @ "niN
2
Solution :1) u_, - u g1 dx - 1 dx
- n+l n =r(]1+xn+1 Om
~;é‘l+xn 1 x™ d?( 1, x"(1- x)
= m n n+: A .Al n
i)t o) @ ot ®)( )
Onsaitque: 0¢x @ donc: 0¢1 -x
Etona: — 20 car 0¢x
(1+Xn)1 _H(n+1)
X" (1- x
Donc 20
Er g
Donc: & X (1_ X) dx2 0
o)1 W)
Donc: U, -u 20 "niN
Donc: (u, ) est croissante
2) Montrons que : %d: u @ "niN

Ona: xi [01] U0 ¢x U 0¢x" @

1, 1
2 x"+1

Prof/ATMANI NAJIB

Ulex" 4 2U

1
¢ 1 dx

o

1 1 1 ,.J-
Donc: i—dx ¢ T dx
(';E o X +1

1 1 %_, 1 1
Donc: E[X]o ¢ (I)’lm-dx (I[ )40

Donc:%ﬂ:un @ "niN

Il) LAVALEUR MOYENNE ET THEOREME DE
LA MEDIANE

Théoréme et définition :

si f est une fonction continues sur un intervalle |
etal | et bi | et ac¢b alors il existe au moins
un réel ¢ dans [a; b].

o a”bf(x)dx

Telque : f(c)

1 b ;
b-ald
sur [a ; b]
Preuve :0On a : "Qest continue sur [6) G

(x)dx S’ a p pLa Valeue moyenne de f

doncm(&,D)N a2telsque:a <"Qu) 0<
en passant a | ’>intégra
f“jmdxtt :fﬁ(@dxd:: M
d ' oni(b-:a) o) f(Y dx M b 3
: 1 0
Finalement :m¢.——p f(x) dx ¢M
b- a
Donc et d'apres |l e T.V
1 b

Interprétation géométrique :

: Dans le cas ou f est positive et continue sur [a ;
b], la valeur moyenne de f entre a et b représente
lahauteurdu rectangl e const
[a;bl.etL” aire du rectangl
u.a., adoémaime daoal or é g

définition : f (c)(b- a) 53 () d»

~flc)

I

Ala;0) (8] i B(b;0)

ru
e
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Exemple : on considére la fonction numeérique

définie sur R par : f (x)

X

€

Déterminer La valeur moyenne de f sur [0;In2]

Solution : La valeur moyenne de f sur [0;In 2]

X X+]_)i
Est f _ 1 2 g dx = 1 in2{€ q
_le 1% 1 &
N2 e+1 4 In2%3 6:),J,nz

[ITECHNIQUES DE CALCULS D’UNE

INTEGRALE.
1) L’utilisation directe
primitives :

des fonctions

1-1Rappelle
Tableau des fonctions primitives usuelles.
La fonction Sa fonction primitive
a (ad ER) ax +c
X" (n€N) EENpET
n+l
Vx g\/;\c_3 +c
x" (r € Q/{-1} x4
r+l
sin(ax + b) %lcos(ax+b)+c
cos(ax + b) %Sin(ax +b)+c
4 ax arctan(x) +c
1+x?

Opérations sur les fonctions primitives.

Les seules opérations su

r les fonctions primitives

sont : la somme et le produit par un réel

La fonction Sa fonction primitive
u' + v u+v+Cte
au’ au + C*®
u'u" (mneN) Loty cte
n+l
= — +cte
u 1
o te
o Vu+¢
w'Vu (n €N % Nt + cte
11
u'u" (r € Q/{-1}) —yrtly cte
r+1
u' xvou vou + C*€
W arctan(u) + C
u2+1

La ligne en couleur gaune est une généralisation
des 4 lignes précédentes.

Prof/ATMANI NAJIB

1-2Exemples:Cal clué¢®rint égr al

¢(Inx)’
1) B:ﬁde 2)C = flax/% 1dx
X

Solution: 1) B=f 2 (In X) —dx = (ﬁ1 i(In X’ o

_&inx)" 8 (ing" ()" 1
é 4 19 4 4 4
2)C:r'§J52x\/x2 £ dx =f,’(1>e 1K % 1)%+d>
NG
g(x2+1)1+% 0o ——=% 2 2
e 3 9
—Q—l l;l :gg (X2 1‘} H 5‘62 1)'§
e 2 1
e il

2)Intégration par partie :
2-1 Introduction :

Consi déronslzlﬁ’f(ix)rdx égr al

On ne peut pas trouver une fonction primitive
usuelle de la fonction :0™ wa &) donc on ne
peut pas calculer “Gen se basant directement sur
le tableau des fonctions usuelles.

Preuve:(d’  une propri été)
Soient 0 et L deux fonctions dérivables sur un
intervalle "Get ¢’ et U' sont continue sur "Get soient
et wdeux éléments de 'intervalle 'O

On sait que (¢ wN P:

((6.0) ®EO . (@ + U df. 6(x)

Par suite :

(N PO of. 0(@ = (6. 0) & ( b-od. 6(

En passant a | ’'inteéegra

UiV b= ([N K x| Gk b

Or 0. U est une fonction primitive de (6. ) donc :

AuiIv() degy ¥ ¢ -/ K (i c
Cette
partie
2-2Propriété : Soient 0 et 0 deux fonctions
dérivables sur un intervalle "Get 6’ et U’ sont
continue sur "Get soient (et wdeux éléments de
| " i nt"@na:al | e

AUV =gy 3 ¢ X7 @ X (ke

egalité porte phre

http:// xriadiat.e-monsite.com

D

8

€ S



2-3 Exemples :

Cal ctuilnetréglral e suivante

11 = fjxsin xdx 2) J= fjﬂ x€" dx

3) K =rj|nxdx
. i _ .
Solution :1) | = [y Xsin xdx

On pose : uj(x)=sinx et v(x)=x

Donc u(x)= <os x et vij(x)=1

On a 6 et U deux fonctions dérivables sur un

intervalle [0;p] et ¢’ et U’ sont continue sur [0; ]

donc: | =] xcosx, ﬁ cosxdx [ =cos§ [ sin}? p

In2

2) J= ﬁ x€" dx
On pose : uj(x) = € et v(x) = x

Donc  u(x)=¢ et vi(x)=1

On a 6 et 0 deux fonctions dérivables sur un

intervalle[0;In 2] et ¢’ et O’ sont continue sur

[0;In2]

In2 In 2

Donc : J = gxe" & 'ﬁ 1€ dx m2 B2

.In2
_%0
J=2n2 {” 1) 2m2 (2-1) 2In2=1
3) K =fjinxdxona K = fjinxdx = 1} h xd»

On pose : uj(x) =1 et v(x) =In x

Donc: u(x)=xetvi(x)=1/
On a 6 et U deux fonctions dérivables sur un

intervalle[1, ] et ¢’ et U’ sont continue sur [1;¢]
. _ e 8 i e 1

Donc : K =[xIn x|, fix fdx dne f-d
X X

K=e-|'fjldx e [f e=et 1

Remarque :
Pour le choix des fonctions on utilise 0. 0. Q. "Y
0: logarithme  0: polyndme 'O exponentielle
“Y fonctions trigpnométrique

Prof/ATMANI NAJIB

Exercice7 :En utilisant une intégration par partie

e lnx

p
3) K = |'?alxx/<a7dx 4) L = r”32x25inxdx

calculer :1)1 = fdj’xezxdx

5 M = rﬁ(x Inx)alx 6) N = r’ﬁcos( Inx)dx
Solution :

1) 1 = |7aj’xe2"dx la démarche est la méme

& 2x 1. ol 1 1y
= = g -
| raxe dx nge2 & ZOﬁ dx
_la oy 1 oxd
=2 ge g2 GU41=(eZ 1)+
2
3 3 .=
I=ﬁ\|?—_xdx = "4 3Inxdx
1 33 1
X
3
el %ol & g,
=&x3Inx U -f 3x3=dx B¥Inx B- fk3dx
é u T X e ul
e W e 1 u
3 3
¢l B BT g
=€x3Inx U -9 x¥ Ug
é 0 € u
e u eq1 u

Exercice8 : En utilisant une intégration par

1
~

partie calculer : J = m(x 1) €* dx
K = fin(1 +/x)dx

X

5 dx
COoS° X

Mzﬁ‘;x(l -In x) dx Nzﬁi

p
Q= f-(’f x? cosxdx

R = r’ﬁx In xdx
Exercice9: Onpose: |, = fjﬁdx
"niN 1 = fjx”ﬁdx

1- a) Calculer I,

b) Calculer I, en utilisant une I.P.P

2- Montrer que la suite (I,) est décroissante.
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3- a) En utilisant un encadrement adéquat,
3 2

montrer que : —¢ 1, ¢—
n+1 n 4

b) En déduire la limite de la suite (I,)

V) INTEGRALE ET SURFACE.
Dans tout ce qui va suivre : 0 "@st la courbe
représentative de la fonction "Qsur [¢) ¢ dans un

repére orthonormé (o;T; ])

1) DEFINITION(unité d’aire)
On note | et J les points tels

que :i=Ol=et]j=0J

L'’unité d’'aire - OdmifA&sed aire, du domai
u. a. , est | " ai 1 ot 7;tha,ngl|’eaxe des absci sses
dont O, | et J forment trois sommets. Xx=aetx=Dh.

2) ActiVités . L A(Df) =rj f (X) dX ua

Activité 1: (o; i; j) repére orthonormé avec
IH =1cm

oi t f fé|fparn f(e)=axt
1)verifier que f  eomtinue et positif s ut; 3]
2)tracer 0 "®a courbe représentative de la fonction
"Osur|1; 3]
3) calculer "Yla surface du domaine limité par :
0 "Qaxe des abscisses et les droites : w=1
etw=3

4)ycal cul erlzl'rjfi(xr)dxégral e

Que peut-on dire ?
Solution :1)f est une fonction polynéme donc

continue s u(t;3]
xi [53) Ulex 8 B 2ax 1 +7

Do n:cf centinue et positif s u[t;3]

/

N
~

Cr

3 4

Intégrale = 10

N
\
Na\:mu&mmﬂm
N N

domai ne col or i éaierset

Prof/ATMANI NAJIB

3
AlD,) 2 3 %—2 2 B %rém 108 n

4) | =|'fjf(x)dx =13(ﬁx Hdx g% x:f
1=(3 8) (I 1+ 12=2 10

f (x) dxue

=

5)on remarque que : A(Df)

Avec : ua:MH]H 4 B 1

Propositionl:

Soit f une fonction continue et positive sur un
intervalle [a ; b] et Cf la courbe représentative de f
dans un repére orthonormé (o;T; ])
L’intégrmaabedaeefaest |

Q)

(Cy

a b

Remarque : si f une fonction continue et négatif
sur un intervalle [a ; b]

A(D/)

E;f(x)dx ua

a b_
. I |'I::[|
Proposition2 :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]
| " aire, exprimée en uni

entre | courbe Cf , | ' &
droites dXx=agtxab.i on

a

est: A(D, ) :fj\f(x)\dx ua

dont [
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Preuve :Il suffit de déterminer les racines de

| * é q u'@y 5 Oadans 'intervalle[() o et

d’ appliquer |l es propri g
relation de Chasles.

Exemplel : (O;T;]) repére orthonormé avec

] =2cmetsoi t fpard g(K)i=wei t

1)tracer Oala courbe représentative de "Q

2) calculer "Ya surface du domaine limité par :
0 "Qaxe des abscisses et les droites : w=1
etw=2

Solution :1)

= N W A OO0 N O ©
R PR S R S S

2

o 1 3

11 Integrale = 2,33

2)f  eastinue et positif s uin; 3]onadonc:
A= f(¥dx ="|gf|dx = X §
el 5 g 1 1 7
A= = b L R
&8 H 3

3

Exemple2 : (O;T;]) repere orthogonale avec
M =2cm et HJH =3cm
Soit fpard &(k)i=®i-2x
1)tracer 0 "0a courbe représentative de "Q
2) calculer "Yla surface du domaine limité par :
0 "Q'axe des abscisses et les droites :
w=1let x=3
Solution :1)

Cf |

o 2cm32 cm 3% e n

54

4 4

2 3 4 5

ntégrale = 0.67

2) fest une fonction polynédme donc continue s u 1

[1;3] donc : A= fj‘ f (x)‘dx ::hﬁ? 2 *d)

Etudions le signe de : X’ - 2xdans [1;3]

Prof/ATMANI NAJIB

X' -2x DU x(x-2) HU x=00u x=2

I ¢ () 2 +x et | a
22| + (0 — 0 +
A=f%¢ 24dx =|E 2-Hdx k{2 ke
A:fﬁ -(x2 2x)dx jﬁ(ﬁg 2>)d)
N 2 \ 3 \ .3
A= Ly ¢ @ ig 2- ‘?’L%-ﬁ +1§ +§
83 1lfI 3 2 H3 p 3 2
-l omlg e Lgipsl o pon
3 3 3 3
= _2 33 8+l + 2_7 9 E i E o3
3 3 3 3 3

A=2 2cm 3cm 12é n

ExercicelO:

(

Soiftd éf pan:if{x)=1 &

Calculer "Yla surface du domaine limité par : 6 "Q
| " axe des abscisses et
x=In2et x=1In4

0;i; j) repére orthonormé avecM =2cm

In

m:\f (x)[dx

Solution :il suffit de calculer : 1
hl‘n4

=, R

Onsaitque: In2¢ x dn4 donc: €'’ ¢ & ¢e"

f (x)‘dx =

Donc: 2¢e* ¢4 donce” >1 par suite: 1- € Q

Donc:
= elax =f( elax ER 1) d
=g -x :n4 %é““ In4) (éE2 In2)

| =(4 2In2) (2 In2) 4 2In2 2 In2 2 In2

Donc: A=(2 -In2) 2cm 2&m 4(2 In2}¢&n

Propriété :Soit "Qet "Qdeux fonctions continues
sur [Qy of et soit S la surface du domaine limité

par (C,) ; (C,) et les droites @= &; = Gon a:

s=f|f(% -o 3| dVa
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Preuve :

|
|
/ N
\.

'l suffit d étudier | es
Par exemple si"(> @@= & " "Qsur [@) o

Onaura: S=fj f(¥Ydx-A =/ Jdx - gpko

b
s=j 1% -o( | o
Et de la méme facon on étudie les autres cas.
Remarques :

a) Si on a par exemple :

C"_i;- 1 |
1

1
1
| =

TH====

S=q f(% -of J o
S=R(f(% -of §)ax <[d ¥ { ¥ d

b) Si on a par exemple :

L TR

Exemple : (O;T;]) orthonormé avec”f” =2cm

A (D) :,j'f (x)dx f,'ﬁf(x) dx

S o if te tg deux fonctionst el s& qu e

2e*

o e g(x)=¢€

f(x)=

calculer en cnt "Yla surface du domaine limité par

2 (C) 5 (C,) etles droites x=0et x=In2

Solution :il suffit de calculer :

I =r“jef(x) - x)‘dx

nz) 2¢
o e 4

g 2

dx

cas

L vfe +)

2 2¢ , Py e 4%2

Donc:lzﬁ —1d
e+

Donc :
| =2Inle"? ﬂ 2|n\e° q+ 203 2In2 2=

Donc : A:2Ing 2cm 2cm smg én
Exercice 11: (o;T;]) repére orthonormé avec
[]=05cmets o if td é f pan:if(x)=x 8x
et (D)la tangente & la courbe (C, )au point

A(3; 1(3)

Calculer A la surface du domaine limité par :

(Cf) et les droites : (D) et x=1et x=e

Solution : 1 ' é q u a latamgente & & courbe

(Cf)au point A(3; f(3))est: y=f(3) +i(3)(x 3)

Prof/ATMANI NAJIB

fi(x)=2x 8 et fi(3)= 2 et f(3)= 3
(D):y= 2x 3
e
S _%;u s s®g S e} t's:x
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il suffit de calculer :

=R (x) Hdx =@ 6x 9)dx | (xfp)i( %
| —eﬂ 3—18 donc:
3 H

A=18 {0.5cm)? 45cm

Exercice 12: (o;T;]) repére orthonormé avec

Al . e e _ In x
M—lcmetSo if td € f pan:iffx)=x 4 =

Calculer A la surface du domaine limité par :
Ocet les droites: y=x 1 et x=1et x=¢€

y

/ I nt ®grale = 0.5

2+

-3+

Exercicel3: (O;T;T) repére orthonormeé

Soit "Qet "Qdeux fonctions tels que: f (x)= e™ et
g(x) = Jxe™ cCalculer A la surface du domaine

limité par : (Cf) ; (Cg) et les droites x=0et x=1

Solution :

[3) 1 2 3 a  x

I nt ®gr al e

Prof/ATMANI NAJIB

-g( 3 o Ua
dx = ﬁ‘l \/_‘xc

S m‘f

Onsaitque: 0¢x @ donc: 0¢+/x @ donc:

0¢1 ~/x donc: S= q’ﬁe&(l 4_>ad>

On utilisant deux 1intég
changement de variabl e
trouve :

1 N 1
— 3 4% - - £
s=fe (1 \,/_>§olxg:6(\/_x1)2)<\§0t
S=6 2eUa

VI) INTEGRALE ET CALCUL DES VOLUMES
Volume d’un solide engendré par la rotation
d’une courbe .

Soiine fonctionmactontinue

13

de
Et

r &) o nd oi e Q) %)
l e vol u@e s:d/l;trj,e(cf(lx)yzdxe

Propriété :SoTfQine foncti onyda or

L a
S
de

un

abscisses

V:'r‘jp(f(x))zdx uv(par

ol e[

Exemple 1: (o;T;];IZ) orthonormé avec”i_H =2cm

f (x)=x

du

engendr e
unit é
Remarque :
S i

Soit la fonction "Cdéfinie sur R*

par:

Détermineren cntlev o | u me sol i

par La rotat ioearu deoalxae doe

absci ss és0 e®tdr e
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N

L a rotation(cf}iaeutlcau(mxg)uddoe
engemnudr esas) i de
ump!l anf i geupe | @ sswilvaret |(ur

ti

rotatio n(cf)jaeu | tao '@road ek

ol

oeus



Solution:La r ot ati ondode | a d

au toaxeddebk abs®ioetes
engendre :un sol i de
| = ﬁjp(f (x))2 dx =04 ﬁ{\/;()z dx =,§ xd
|=,02X—2 4‘3:8; etona: : ‘

€2 q ;
uv=[ifillk| sent o

Donclev o | uensetv =8p Bcm? 64 xm

R Py 4 A _ 2
Exemple 2: (O,I, J,k) orthonormé avecwzgcm
Soit la fonction "Qdéfinie sur R par :

f(x)=/x(e 4)et (C) lacourbe de "Q

Détermineren cntflevol ume du sol i

par La rotat i0earu deoalxee dod
abscissédmntcatgalll e

Solution :on calcul : |’fjx(eX - 1) dx

I :rjp(f (x))zdx :01 ﬁ‘«/x(é‘ 1—))2 dx =é>( B 1) d

On utilise une intégration par partie :

On pose : uj(x) =€ - et v(x)=x

Donc : u(x) =€ -xet vi(x)=1
Donc : fjx(ex-l)dx =g>(é -%Z{JJ :—1ﬁé )<-c
1

K e S X
mx(ex-l)dx—e} Qé 5

&
L
€ d

ﬁx(ex-l)dx =e } e%+1 %

Donc : | =%p par suite :
V=1p B om Poy
20 27 27

Exercice14: (O;T;];l_{) orthonormé avec M =2cm

Soit la fonction "Qdéfinie sur R par: f (x)=+/Inx

et (C) la courbe de "Q

Prof/ATMANI NAJIB

absci

éterrrgmerencrr?levol ume du sol i

La rotat idearu d e 'alxae dod

ssédotceabealll e

C’est en forgeant que I'on devient forgeron

Dit un proverbe.

C’est en s’entrainant régulierement aux calculs et

exercices

Que l'on devient un mathématicien

de e

oelsr b e

ngendr é

peus
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