2BAC PC et SVT EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1l

-1

1) Ondonne :f(2) = 22+3)

Ecrire sous forme algébrique les nombres suivaritl=i) et f (&i)
2) Ecrire sous forme algébriqug2+i)® + (1- 2 )

3) Résoudre dans I'ensemble des nombres complexégjuations suivantes :
a) 3z-i)-3i(z—-2+3)=(-DE+i)
b) Z2-2z+17= 0
C) z—-2Z=9+2
z-1+2
z-i

4) Pour tout nombre complexg# i On pose Z =

a) Déterminer 'ensemble des poiis(z) pour lesqueldM '(Z) appartient a I'axe des réels.

b) Déterminer I'ensemble des poif(z) pour lesqueld/ '(Z) appartient a I'axe des imaginaires.

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere ortho&o(@ U;v) (unité graphique :4 cm)

On appelle A,B et C les points d'affixes respectiae?i ; b=1et c=%+i§ :

On note | le milieu de[A’B],J celui de [B'C],K celde [C'A]

On considere I'application f du plan, qui a toutrpdV d’affixe z, associe le point M’ d’affixe zet

que z':1+i2\/§’z.

1) a) Déterminer les affixea',b'et ¢'des points A’,B’,C’ images des points A,B et C par
b) Déterminer les affixes des points 1,J,K.

2) Calculer les affixes des vecteurﬁ; IK et KJ .

3) Montrer que le triangle IJK est équilatéral.

4) Soit  'ensemble des points M d'affixes z tels que-2i[=2.
a) Déterminer et construire 'ensemble E

b) Déterminer et construire I'image £le & par I'application f.
c) Donner une équation cartésienne dg E’
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JBAC PCetsyT  EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Exercice 3

—

Le plan complexe est rapporté a un repére othonodinéct (Ot vV ).

1) Résoudre dans I'équation (1) : é % Z.

On donnera le module et un argument de chagud@ulut

2) Résoudre daris I'équation (2) : é;_%:i .

On donnera la solution sous forme algébrique.
3) Soit M,A et B les points d’affixes respectives 1 et 2.

On suppose que M est distinct des points A et B.

a) Interpréter le module et u argumentzﬁ_% :

b) Retrouver géométriquement la solution de |'dipna(2).

3)a) Montrer, a I'aide d’une interprétation géonugte, que toute solution de I'équation dans

(é%%) =i , ou n désigne un entier naturel non nul, a pom'epaéelle%

b) Résoudre alors daigsl’équation (3) : (Z %)2 i . On cherchera les solutions sous forme
algébrique.

Exercice 4

1) Ecrire les nombres complexes suivants sous forig@nomeétrique :
z=i ; z=14 ; z=i—-vJ3; z_i( '),z: o _Lti ;z:@)dl
/3 | 1+i3 1-i

2) Déterminer et construire graphiqguement I'ensendlels points M d’affixe z tels que :

a)arg (z+ 1)yv2 (2m) .

b)arg (3i-z)=0 (@) .

c) arg ((1+1i) z + 1)-=t (2m).
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2BAC PC et SVT EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Exercice 5

On donne les nombres complexes suivants :

z1=5J2(1 +i) et 3=-5(1 + iW3).

1)

2)

Déterminer le module et un argument des nombreplex®s : z, 2, z1, zl
1

Soit Z le nombre complexe tel queZz z.
Ecrire Z sous forme algébrique , puigssforme trigonométrique.

137

3) Deéduisez-en les valeurs exactes del%%() et sin(=>%").

12

Exercice 6

b)
c)
d)

Soit ABC un triangle, | le milieu de [BC] et D latycentre des points (A ;-1)(B ;2)(C ;2).

Exprimerﬁ en fonction deAl . Placer le point D sur la figure.
Déterminer 'ensemble (E) des points M du plan ¢gls :

H—M—A+ 2MB + ZM—CH = HMA+ MB + MC

Justifier que cet ensemble contient le point .

L e plan (P) est ici rapporté a un repere orthogodirect ¢,u,V). Dans cette question A est le
point d’affixe 1, B celui d’affixe 2i. L'affixe d&C est notée z.

Que représente géometriquem Z_Z_I etar Z_Z_I ?
1-2i 1-2i

Dans toute la suite, on désigne pate réel de Jr,0] tel quecosa =i. Le point C est défini

V10

par : (ﬁ%) =qa etparBC = \/%BA.

Calculer la valeur exacte dena .

Démontrer quei_—zz_I :1_—53I ; en déduire z, et placer C.
- 2i

Vérifier que le triangle ABC est isocéle en A.
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2BAC PC et SVT EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Exercice 7

A tout nombre complex& = X+iy ou x désigne la partie réelle et y la partie image de z, on associe le
nombre complexd (z) = €’ (cos@rx )+i singzx )).

1) Déterminer et placer dans le plan complexe rdwmi repére orthonormal dire€o; U; V), les points
d’affixes f(0),f (i), f (-1),f A+i) etf (i)

2) Pour tout nombre complexe= x+iy , démontrer quef (z) est non nul, puis déterminer en fonctiorxde
et dey le module et un argument d€z) .

L} ) ) f Z
3) a) Démontrer que pour tous les nombres complexesz' :  f(2+2) = f(2) f(2)) etf (z-2) :%
b) Démontrer que pour tout entier relatif n, pmut nombre complexe, f(nz) =(f(2)".
4) Soit A le point du plan d’affixav=1+i. B, C et D les points d’affixes respectives—w et —w.

X <1

a) Déterminer 'ensemble L des points du plan dlaffixe z=x+iy vérifie{| | 1
y =
puis déterminer I'ensemble des points du plan iXafff (z), ou z est I'affixe d’'un élément de L.

X <1
b) Déterminer I'ensemble K des points du plan daffixe z=Xx+iy vérifie{: || 1
V| <

puis déterminer I'ensemble des points du plan iXeff (z) , ou z est I'affixe d’'un élément de K.
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2BAC PC et SVT EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Exercice 8

z et ' sont deux nombres complexes et on pase,z) € Z'+2z'.
Z etZ 'désignent les conjugués respectifz dez et ~

Le plan est muni d'un repere orthonormé directitéugraphique 2 cm).

T2

1. Calcter : ¢(,3) ; ¢ (+ 2 - 2+i), ¢(2+i,—3+2i),¢(eig ez

3).

Montrer que pour tout couple (z, ) le nomigre z , s) réel.

2.a)Onpose =x +iy et=x +iy X;y,X,Yy, ~réels.
Calculerg ¢ z)en fonctiondex x y y .
b) Déterminer 'ensembl@  des poiMs affike z tels quep £ i )= Z 2.
Dessiner Ddanslerepe® @ V ; ).

3.a)Onpose=re’ etz'=r'é?; O etd' réelsy at réels positifs.
Calculerg € z ") en fonctionde r, “et cs@ - ).

b) Exprimerg ¢ z ) en fonction de .

Déterminer 'ensembl€ des points M d'afiixe tplsg ¢ z )= 2.
Dessiner C dans le repe@ @ V),

Que peut-on dire de la position relative de C &t Justifier la réponse.
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2BAC PC et SVT EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Exercice9 . Les parties A et B sont indépendantes.

On considére 1’équation (E) : z° — (4 + i)z + (7 + i)z — 4 = 0 ou z désigne un nombre complexe.
Partie A :
1. a. ' Montrer que (E) admet une solution réelle, notée z;.
b. Déterminer les deux nombres complexes o et B tels que, pour tout nombre complexe z, on ait :

c. 23—(4+i)22+(7+i)z—4=(z—zl)(z—2—2i)(ocz+B)

2. Résoudre (E)

Partie B :

Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct ( O; Z ; V), on considére les trois points A, B et C d’affixes
respectivesa=1,b=2+21i etc=1-1.

1. Représenter A, B et C.

2. a. On considére les points M et M’ d’affixes respectives z et z’.
_’ _’ —_—
Montrer que les vecteurs OM et OM’ sont orthogonaux si et seulement si Re (Z’ z ) =0.

b. En déduire la nature du triangle OBC.

3. Que représente la droite (OA) pour le triangle OBC ? Justifier votre affirmation.

4. Déterminer la valeur du complexe d tel que le complexe S

ait pour module 1 et pour argument — sy

5. On note D le point d’affixe d : quelle est la nature du quadrilatére OCDB ?
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2BAC PC et SVT  Correction des exercices sur les nombres complexes

Exercice 1

7'
f(Z)_z(z+3)

(1-i)?-1 _1-2-1-1__ (1-2)@3+5)_7_11
(1-i)A-i+3) 4-i-4i>-1 (3-5)(3+5) 34 34

1)f (1-i)=

f(}):_z__l _zZ -1 _z -1 :( z _1j:@
2(z+3) z(z+3) z(z+3) | z(z+3)
11
Donc f (1+i )= f (i )——+?4|

2u=(2+iY+@-2)P=8+12-6-i+ + 6- 12 B=— 9 i2
3a)3ez-i)-3¢- 2 BF (- e+ 1) 3B3- i2-iz+z=i-1-3-9
-10-2 _-5-2  1(5+2)a+i)_ 3
4—4 20-i) 2 @-i)@a*i) 4
b)z>-2z+17= 0= A=4-68=-64= (8 §
L'éguationadmet deux solutions complexes conjuguées:
4-8

21—7—2 4 z,=7=2+4

C)z—-2z=9+ 2 Pour résoudre cette équation on pasex+ iy, z= x iy

= 2(4-4)=-10-2 = z=

I~

2-2Z=9+2 - —x+3iy=9+2 « x=-9et y::_z3 d'ou Z:—9+§i

z-1+2
z-i
a) Ensemble des points M(z) pour lesquels Le pdi() appartient a l'axe degels (E1)
1°° méthode: On exprime X,Y en fonction de x et y
X+iy—1+2i _ X=-D+i(y+ 2): xX=D+iy+ 2)>< x=i(y-1)
X+iy—i x+i(y—-1) x+i(y-1) x—i(y-1)
aprés simplification, on obtient:
X piy =X XY Y2 Sy-l
X*+(y -1y X*+(y -1y

42 =

avec z£ i0Onposez=x+iy et Z=X+iY

X+iY =

Dod|Re o x =X XY Y22 gy y = XYL
X" +(y-1) X" +(y-1)
M ' appartient a I'axe des réels signifie quedn¥ )- :23): y—ll)z =0 3x+y-1=0
X+ (y-

Les points M sont donc sur la drolie  d'équationt §—1= 0 privé du point A d'affixg = i.
2°™ méthode: utilisation des arguments

M ' appartient a l'axe des réels signifie que Arg{ky¥ avec K1Z
Soit B le point d'affixez; =1- 2

argZ = arg( z zl— |2j (2m) = argZ = arg(%__iz)j arg( -~ ZBJ (2m)
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2BAC PC et SVT  Correction des exercices sur les nombres complexes

arg[%j =arg(z- z,)-argz- z)(2m)

= (G: AM) - (T: BM) (27)
=(BM; AM) (27)
d'ou argfZ F ki = (EI\Z;H/I)= kr = les pointaV A eB sont aligs.

(E1) est la droite (AB) privé du point A.
b) Ensemble des points M(z) pour lesquels Le pdi(f) appartient a I'axe des imaginaires (E2)

-X+ Y+ y-2 3x+y-1
X2+ (y—1) x* +(y-1)°
M'(Z) appartient a I'axe des imagires signifie que R&( 39 0.

2
1* méthode! R&( 3 X =2 et|Img)=Y =

_X X+ Y y-2
X +(y-1y°

(o) {3 50 g o3 =5
e | X==| +|y+=| ——==0= || X—=| +| Yy+—=| =—
2 2 2 2 2 2

On reconnait I'equation cartésienne dcledr de centre le poim(%; ——;j et de rayom :\/g =,

1Y 1 1Y 1
Oe X=X+ Y +y-2=0e |X-=| -+ y+=| -=-2=0
y+y ( 2) 4 (y 2) 4

=4

L'ensemble (E2) est le cerdle privé du péint ().
2°™ méthode: utilisation des arguments

M ' appartient a 'axe des imaginaires signifie qugZ :7—27+ kT avecKJZ

Soit B le point d'affixez; =1- 2

D'aprésdarg Z= arg(z_“_ZJ :arg(z_ Z’*j =(BM; AM) (27)
zZ—i z-7
Vid —_— — T .
argZ =E+ kit = (BM; AM) =E+ kT = le triangle AMB est rectangle en M.

Donc I'enemble cherché est le cercle de diamé&® [ ] privpalnt A.

. . + i+1-2i .
Ce cercle a pour centre le point | milieu du segraB], z = Zn 5 % ! 12 2 251——21|.

Soitl e——;) On retrouve bien le résultat depleemiere méthode.

A

Construction des ensembles de 0
points E1 et E2

El
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2BAC PC et SVT Correction des exercices sur les nombres complexes

Exercice 2

a) Affixes des pointss B C

a=2i b=1 c:%+i§, | =mil[A'B], J=mi[B d, K= mi[C A
M(2) = M'(2) tel quef ¥ EM "' :1+i2\/§z

Df(A)=A = a':lﬂzﬁa@ a':lﬂzﬁxz o |a'=—J3+i
(B)=B o b=l |y 143

2 2
O TR T L N (E JUR'ER P M LA E

2 |27 2 2

b) Affixes des points J K

Z :a+b:£ —\/‘_’_’)+i+:|'-+-l\/:_3 - |z :1_\/§+_1i
2 2 2 2 2
7, = b+c_1+|£ ZK=c+a
2 2 2

2) Affixes des vecteursld TK @

Z.=2-7 - L:—+i———+—21i -

=z —Z = A :—§+£+i(_l+£3}

3) montrons que IJK est équilatéral

Z~:£+i—\/§’_1
1J 2 2
V Ls T T4 = Zm=§+' 1+§
4 4

I S

I 2 2 2 2 2 2
Onadonczaz[iﬂﬁsz*

IK 2 2 1J
D'une part Zﬂz‘(%ﬂészﬁ‘@ IK=1J car—+i£:

d'autre part ar(gZR ) = arg{(% +i %] xZ }: arg(% +i gj + arg(ZG) (2m)

- arg(ZR ) - arg(Zﬁ) = arg(% +i éj (2m)

e e e i
g 2 2 4 4) K

1

; ar{2 é]——(Z 1)

arg(ZR) —arg(Zﬁ) = (U;I—}Z) —(U;ﬁ) = (ﬁ ; I—IZ) (2m). Ainsi

(3 ;IK)=

’—BT (27).
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2BAC PC et SVT Correction des exercices sur les nombres complexes

Donc le triangle 1JK a deux c6tés égaatun angle égaleéf , il est équilatéral

Autre méthode: calcul des longueurs: 1J, IK et KJ.

4) Soit E1 l'ensemble des points M d'affixes z ¢els: |z~ 2| = 2

a)|z-2i|=2 = |z- z|=2 = [AM =2|,E, est donc le cercle de centrede rayon 2.
_1+iV/3 ,

2

b) SoitE ' limage d& par la I'applicatibonf M(=M"' =

ag(l IZ@J__(Z m) e t1+i2\/§ 1+iV3 if

=1, donc on—
N o , T
d'ou: | z = e? z,c'est I'écriture complexe de la rotatida centre O et d'anglg

LimageE, deE estle cercle de centre A'imagéa garf etde méme rayon 2.
Construction :

Exercice 3
1) Pour tout nombre complexet 1,

(1)Z—i—z@ 2(z-1)=2-2 - 7°-2z+2=0- (z-1f+1=0

= (z-1?-i*=0e (z-1-i)@z-1+i)=0
= |z =1+iouz =1-i

|z|=[L+i|=v2 , un argument dg e% 2 ).

z,=7, donc 7| =|z|=v2, et arg, =-argz =—IZT(27T).

2) L'équation (2) est équivalentea= =Rz—-( <)z-iz=2-i = z:?, soit :g+—;i
=i
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2BAC PC et SVT Correction des exercices sur les nombres complexes

3) Soit M,A et B les points d'affixesgpectivesz ,&t 2.
2-2_|2=2

F=ih z-1  AM
arg 22 |= argte- 21~ arge- (@) arg 22 |= (AW B (2
z-1 z-1
= (d; BM) - (Ti; AM)
= (AM; BM) (27)
2| . BM
— =il | BM = AM
- ) -1
D)@ -~ Z2=i - {° - M

= — —— T
arg(zz%f]:arga) @r) |@BW)=T @om |AMIBM) =5 ()

Siz est solution de I'équation (2), le point M iraatgez ,
se trouve sufintersection de la mediatrice du segment [ABEeatercle de diamétre [AB].

M

/N

. . 2 .
3)a) Soitn un entier naturel non nulzet une $sotutle I'équation dar@ (Z j =i

z-1
(Z;Zj = (Z;Zj Propriété des modules
z-1 z-1

z-1 z-1

le point M est sur la mediatrice de [AB], danc Re(§

n

(sz‘ =1 - |BM = AM| d'apés la question précédente.

En effet le milieu | de [AB] a pour afflxez—z—l_—3

2 2

2
. . . ‘o z-2 . L
3)b) D'aprés a) & est solution de Iaqun(—lj =i, alorsz s'écrit sous la forme
Z_

3., . . )
z=§+|y, ouy est un nombre réel.
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2BAC PC et SyT  Correction des exercices sur les nombres complexes

Exercice4

Ensembles de points et arguments

1) arge+ 1)=7—2T(27T). Soit A le point d'affixez, = -1

arg(z+ 1)= argg- z,) = (U MA(27)
arg(z+ 1)z§(2n) - (@ MA) :g(zm

M est sur la dendroite d'origine A exclu et de
vecteur directew .

2) arg(8-2) =0(27) « argf- - 3)F 0(zr )

< arg-1+ arge— B O(Zr »» m+arg(z- z,) =0(2m)
= arg(z- ) =7(27) = (ii; MA) = 71(27)

M est sur la droite d'origine A excluak vecteur directeuru- 0

3) arg((X+i x+ 1 m(2m)
(L+i)z+1= (1+i)(z+1—ii) :(1+i)(z+1—;ij

arg((@+i g+ 1= arg(ti éz +1—;')

=arg(l+i )+ arg{z+1—;lj s 0.5

1-i H0,5
2
arg((1+i g + D= 7 (@r)- arg@i ¥ m(z-3,)= (2

- g+(ﬁ;m)=ﬂ(2ﬂ) = (G;W)=37”(2ﬂ)-

arg(l+i)= %T(Zn). Soit A le point d'affixe, = -

M est sur la demie droite d'origine A éxet de vecteur directeur —( 1;1)

Exercice5

z =5J2(1+i) et z,=-5(1+i+/3).Posons am = 6,(277) et arg, = 6,(27)

1) Module et arguments des nombres complexes; 2,3,

|Zi|:‘5*/§(1+d: 5/2 1+i|=5J2x+/2=110

On a cog, =sing, = ﬂ—ﬂ donc g = —(277).

2| =|-5@+iv3) = q1+|f:{5=

cos6, —1—2——21 et sing, —%—_—f donc 4, = —(277).

z|=|z|=10 ; argzl——argzl———(Zﬂ) ‘ "_:1% : arg%:—argzs—g(m)
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29BAC PC et syT  Correction des exercices sur les nombres complexes

2) SoitZ le nombre complexe tel qugZ = z

L gian | A % _
Z=—= d'ou|Z4=|=2|=1. argZ =arg—==argz, —argz (27)
4 |Z| 21 4
argz_—%—_(z )argz_iﬂ(z )_@(2 )

On en déduit la forme trigonométriquee | Z:= CO{%TJHS"](%T)

Forme algébrique de Z:

_-5(1+iv38) _ -1 1+iv3 _ 1 (1+iV3)(A-i) _ (-1-/3)+i (1-V3)

a 5V20+) V2 1+ N2 (+Da-i) 22
-3, 13 [, —~2-V6, V216
22 202 4 4

3) En égalisant les formes algébrique et trigonométriquéatea

Z= ~J2-\/6 +i V2-6 :co{@jﬂsin(@j
12

4 4 12
on en déduit que|: Cg:SLS_nj _ 2-46 et Sin(l3ﬂj _2-V6
12 4 12 4

Exercice 6

1)a)ABC est un trianglel, le milieu de [B@t D le barycentre des pointA ¢ ; B,2),(C;2)
I le milieu de [BC] = | isobarycentre des poing ( (2)2).

D le barycentre des pointsA(~; 1B ( ;&L Q);= ~-DA+2DB+2DC=0
D'aprés l'associaticité des barycentres on a, Bussti barycentre des points € ; L),( ;4)
D'oll la relation - DA+4DI =0 = AD =gﬁ.

—_—

b) Soit E I'ensemble desipts M du plan tels queﬂ:—m+ 2MB+ Zﬁaﬂ :‘ MA+ MB+ M

Si G le centre de gravité du triangle ABC, alorsadpA+ GB+ GC=0
La relation * devient” ﬁﬁ” :“BW“ = MD=MG.
l'lensembd E est la mediatrice du segmed  ].Cet ensemisieepaar le point | car si M=bn a

—_ — —

|- 278+ 216 =+ 18-+ C] - |-14] =[iA] puisquelB + 16 =5

Par le calcul, on montre que | estidieu de [DG]: d'une part on AG :gﬂ = Té‘:%ﬁ

1 -

D'autre partﬁzgﬁzﬁzéﬁ. d'ou IG+ID—§ﬁ+3ﬁ 0
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2BAC PC et SVT  Correction des exercices sur les nombres complexes
2) Le plan P est rapporté au repére orthonormatti ;U ;v)
A a pour affixez, =1, B a pour affixe gz =2, C a pour &k z
|z 2| _|z-z|_|z-37| _ z-2i|_BC
e zl 12,-2,| |z.-27| BA 1-2| BA

arg(z_g'j ar 9( Z§t3j=alrg(z— %) -arg(z, — z) (2m)

A

z—- Z, est l'affixe du vecteuBC z, — z est |'affixe du vectelBA .
arg(z- z,)-arg@z, - z) = (G; BC) - (U; BA (277) en utilisant la relation de @les, on ofnt:
arg(z- z,) -arg@z, - z) = (BA; BO) (27).

Donc arg{z le (BA BC) (2m)

Soita le réel de } 7 ;0] tel que cas:i.

J10
Le point C est défini parEA B—é Ja et parBC=\/gBA«:» g—i = é -Q

b) Valeur exacte de sin

ona coda+sinfa=1- silra=1-coga - sina=-J1-cosa car sio <0 (a-0]).

-3/10
10 |

D'ou sina =- 1—i soit | siny =
10

c) la forme trigonométrique de tout nombre comptesest:z=|4[cos(arg )+ i sin(arg ])
z- 2|‘ BC E(Z 2i

-2 . .
Comme s'écrit sous la forme:

=——etar
1-2| BA

z-2i _BC J_o(l 3J_0] ojz72 173
5

=——(cosa +isinag)= apres simplification, on obtier
( )= 710 p p b

1-2 BA
. < : . z-2i _1-3 1-3 : .
On résoud léquation dinconnae === = z-2 ==—=x(1-2) - [z=-1+i.

d) AB=[1-2i|=+5, AC=|z-1 =|-1+i -1 =5.

Le triangleABC est isocele en A.

J (BA BC) a (2m), alors1
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2BAC PC et SVT  Correction des exercices sur les nombres complexes

Exercice 7
A tout nombre complexe= x+ iy

on associe le nombre complexe £ &'[cos(zx)+i sh(77x)].
1)z=0=x=y=0= f(0)=¢€"[cos(0)+i sin(O)F 1.
z=i e x=0ety=1= f (i) =e'[cos(0)+i sin(0)EFe.
z=-i = x=0ety=-1= f(-i) =e™[cos(0)+i sh(0)]=€™.
z=1+i = x=1lety=1= f(1+i)=e'[cos(r)+i singr)]= —e

M5

M1

M4

z=1-i = x=1lety=-1= f(1-i)=e'[cos(T)+i singr)]=-€™.

Notons ces pointsl, M, M, M,etM; :

2)Montrons qué £ ) est non nul: onfaz € §[cos(rx)+i singrx )]

En utilisant la notation exponentielle d'un nomboenplexe

cos@rx )+ i sinfrx = €™, doncf ) s'écrit £ ¥ € x & =e/*™

Commee® > 0, on edéduit qud £ ) est non nul.

cos@x )+ i sinfrx = €™ est un nombre complexe d'argumemk (  deemodule 1
1f(2)|= ‘ey x é”x‘ = ¢’ X‘é”x‘ =1, argf @) = arg(ey x é”x) = arg(e‘”x) = 71x (21).

f (2) a pour module 1 et pour argumerk(27). | f(2) = & x &

. . i . . . e -
3)Pour cette question, on utilise les propriétémdenction exponentiell&®® = e* x é’;—b =gt g = (ea)
e

a) Soitz etz ' deux nombres complexst z'= (x+ x) +i(y+ Y)

f (Z+ Z') - e(y+y') ><eiﬂ(><+><')
—e/xe x & x & =g'xd"x & x &
— ey+i77>< % ey'+i77><'
= f (2% f(2).

z-Z=(x=x)+i(y-y)

f(z-2) =¥ xe™ ™) =g/ x ™ ¥ xe™™

- ey+i77>< % e—y‘—inx' — ey+in>< x e—(y‘+im<‘)

B ey+i77>< B f(Z)

- e—(y‘+im<‘) - .I:(Z-)'
b) Pour tout entier relatif :nz= r( xt+ iy = (nx) +i(ny),
f(ng) = & x & =g

= en(y+i7Tx) = (ey+i”x)n

=(e'xé™) =(f(2)"

(f(z+2)=f(2x1(2)|

f(z- z'):%

f(ng=(f(2)"

M3
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2BAC PC et SVT  Correction des exercices sur les nombres complexes
4) Soit le nombre complexer= +1 A.B,C, [Bteslpoints d'affixes respectives:
z, = Ww=1+i

z, = W=1-i

Z. =-w=-1-i

Z, =—W=-1+i

X <1

=1

a) SoitL I'ensemble des points d'affixe x+ iy qui vérifie: {

y:10uy=—1© y=1 y=-1

¥ <1 {—15 x<1 {—15 xslou{—ls x<1
¥=1
Un pointM (,y )J L si ses coordonnées verifi@as deux systemes

. -1<x<1
Le syseme 1 correspond au segmetD | C B

. -1<x<1
Le systeme, correspond au segmeBC |

L'ensembld. est donc la réunion de ces deux segment
Soitz l'affixe d'un pointdé = z=x+ i

D'apreés la question 2f z(Je’ et arq f ¢)=rx

iciona(y=1et -~1<x<1) ou(y=-1 et -1<x<1).0On a donc deux ensembles
-1<x<l e —m<x< i, largument dé Z y7x  décrit donef 77; ]

(y=1let -1<x<1) = |f(2)|=€" =eetarg(f €)1 Fmy],

donc les poins d'affixes z( ) sont sur le cefcle celgre O et de rayan .
(y=-let -1sx<l) = |f(2|=€¢ =€" et arg(f €)1 Fm7],

donc les poins d'affixes z( ) sont succkrcleC, de centre O et de rayeih:}.
e

SiM (z)J L, le point d'affixef £ ) estsu;, oQ,
X <1

b) SoitK I'ensemble des points d'affixe x+ iy qui vérifie: {| | 1
y| <

<1 (-1sx=1 e . :
= = M(X;y) se trouve a lintérieur du car8CD cotés compris
lyj<1  [-1sy<1

Le méme raisonnement que a)

-1<x<l e —mr<x<, largument dé Z y7x décrit donef 77; ]

|f(2=¢, or-1sy<i=e's<e’<é.

Le module dé £ ) vérifie done™ <|f (z)|< €'

L'ensemble des points d'affikez ( ) est donc la patti plan limitée par les cercl€s etC,
de la question précédente. C'est la courone coenpnise ces deux cercles.
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2BAC PC et SVT  Correction des exercices sur les nombres complexes

Exercice 8

1) Pour tout couple de nombre complexesz( , '),on:p@ée z) = 7z'+ z2.
#(i,3)=ix3+(-1)x3=0

PA+2A,-2+i)= I+ 2)c2ri  (F PH 21 F @ 2K 2i 4 @ i2¥ R 3 0
PpR+i,-3+2)=2+1)eF 2} 2+i ¥ 3 2F2 +i)-3-2)+ (2-i )3+ 2)F-8.

moo.2m T .27 .7 .21 LT 27T .. T 2T, LT . TT
- i(=——=) i(——=+— -i— i—

d(e®,e3)=ebxe 3 +e oxe? g6 3 +g 6 3 =g 2+e2=—j+ =0.
Montrons que pour tout couple ¢, ) le nompre z( , sHréel:
Rappel: un nombre compleggelconque est réel si et seulemehtnéz) =0 = z—z=0

Donc¢ ,z') est réel si et seulemenigsz 4 ~¢ z, z)=0

¢(z,2)=7z'+22et ¢ (2,2)=22'+22="7TH Z'=~ 72%® "1z
doug (2,2 @(z,2)=22'+22-"z2 Z'z=0. Donconabiep z z ') unréel.
2)a) On posg = x+iyetz'= X+ iy ; x y X, VY des réels.

#(z, 2) = 22+ 22 = (X +iy)(X'+ Iy) + (X +iy)(X'+ Iy))
= (x+iy)(X'=iy) + (x=iy)(x'+ 1y
= XX'= IXY'+ IlyX+ yy+ xXx+ ixy- iy yy
|¢(z, Z') = 2xx'+ 2yy'|
b) SoitD l'ensmble des pointM  d'affixes tels quez 1(+i) = 22
En appliquant la relation précédente axeey'= ' 1, ona
d(z1+i)=2/2 « X+ = 2/ 2< |x+y=2/2|.

D est donc la droite d'équation cartésiex+ y = 22 voir Figure.
3)a) On poseg=ré? etz'=r'd’; G etf ' réelsy at réels positifs.

Z=re? etz'=r'e"
#(z,2)=7z'+722= réx t @ +rexr'e? =rr[e9xe™ +e'? x€?]
¢(Z, Z') =rr -[eiH—iH‘ +e—i6+i€‘] =rr -[ei(a—ej + e—i(e—e')]

ig -ié@

+
Rappel Formule d'Euler: pour tout ré&l , on a: &:QSTG.

Donc, ¢ @,z")=rr [e'%? +e' ] =rr 'x2cos@ - ").

soit ¢ @,z')= 2r 'coffd-06")
b) ¢(z,2)= 2r cog6-6)=2r’ #(z,2)=2r?
SoitC l'ersemble des pointgl  d'affixes telsquez z(5 ) 2.
#(2)=2-2=2<=r’=1ler=1=|7=1= OM =1,

C est donc le cercle trigopnométrique (cer@re  ebmaly.
C etD sont tangent. En effet séit le point d'indetion deC eD .
x+y=+2 {y =J2-x

A(X, y) Vvérifie le systeme:
XX +y =1 X +(R2-%x)?=1
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2BAC PCetSVT  Correction des exercices sur les nombres complexes

L'équation + ¢/ 22xJ= 1= 2-2J2x+1=0

L . 2
Son discriminantesiA =0, elle admet une seule solutidauble:x :%.

d'ko:x/E—x:\/_—%=g

Les coordonnées du poiaAt s{n\ggl

Soitw un vecteur directeur dedaoiteD ,w a pour coordonnées:— ( 1;1).

Montrons que les vecteuBA Wt sont perpendicslaire

V2 2

Calculons le produit scalair@Ai= ey +7 =0

Donc les vecteur®A & sont perpendice®DA étant un rayon du cer@e
Onendéduitqu€E @& sonttangenten

Figure :
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2BAC PC et SVT  Correction des exercices sur les nombres complexes

Exercicen®9 : Les parties A et B sont indépendantes.

PARTIE A
1) Dire que le réel x est solution de (E) signifie que x* — (4 +)x2+ (7 +)x =4 =0
d’ou X —4x2-ix2+7x+ix—4=0
soit (x3—4x2+7x—4)+i(x—xz)20

X —4x2+7x-4=0
donc
x(l—x)zO
{x3—4x2+7x—4=—4¢0 Ou {)8 —Ax2+Tx—4=1-4+T7-4=0
x=0

x=1

Finalement |le réel 1 est solution de I’équation (E)|.

2) (z-1)(z—-2-2i)az+B)= (22-2z-2iz—z+2+2i)(az+B) =] 22 +(-3-2i)z+(2+2i)](az+p)
(z-1)(z-2-2i)(az+P)= oz’ +Bzz+OL(—3—2i)22+B(—3—2i)z+oc(2+2i)z+[3(2+2i)
(z-1)(z—2-2i)oz+PB)= az’ +[B+a(-3-2i) |22+ | B(-3-2i)+a(2+2i) |z+B(2+2i)

Ecrire que, pour tout nombre complexe z, z° — (4 +1)22+ (7 +i)z—4=(z—1) (z—-2 - 2i)(0z + P)

€quivaut a, pour tout nombre complexe z,
Z @+ + (T +iz-4= 0z +[B+a(-3-2i) |22 +[B(-3-2i)+a(2+2i)]z+B(2+2i)

a=1 a=1
. B+oa(-3-2i)=—(4+1) B=—4—-i+3+2i=—1+i
ToU 83 2i) b a(2420) =7+ done B(-3-2i)=5-i
B(2+2i)=—4 B(2+2i)=—4
a=1
B=-1+i
soit 1B 5_1':(5—1)(—3+21):—15+101+3i+2:—13+13i:_1+1
~3-2i 9+4 13 13
_ _ —2(1-1
B: 4.: 4 = ( 1):—1+i
2+2i 2(1+1) 1+1

1nalement, pour tout nombre complexez, z -4 +1)z2+ (7 +1)z—4=(z— z—2-21)(z—1+1
Final p b pl P_@+i)2+ (T+i)z—4 1) (z—2-2i)(z—1+i

3) (E) équivauta (z—1)(z-2-2i)(z—-1+1)=0

L’¢équation (E) a donc trois solutions : le réel 1 et les complexes 2 +2i et 1 — i\
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PARTIE B

—(x
1) .a. M estle point d’affixe z=x +1iy, avec x et y réels donc z; =z=x+iy d’ou OM( )
y

1

: ’ E I T ) s 4 _1_1‘15‘—;X'
M’ est le point d’affixe z” =X’ +iy’, avec X" et y’ réels donc 7 =z'=x'tiy' d’ou OM (y}

z'xiz(x'+iy')(x—iy) =x'x—-ix'y+iy'x+yy' soit z'xz :(xx'+ yy')+i(xy'—yx')

W(Xj et O—M'(X'j sont orthogonaux si et seulement si W(Xj . O—M'(X'j =0
y y y y

si et seulement si xx’ +yy’ =0

si et seulementsi Re(z'xz)=0

b. ch:(l—i)(2—2i):2—2i—2i—2:—4i ou bxc=(2+2i)(1+i)=2+2i+2i-2=4i
donc Re(ch)ZO ou Re(bxc)=0

d’ot OB et OC sont orthogonaux

soit  OBC est un triangle rectangle en O

2) *|o|=v8=22 donc b= NE(%“%] = 2ﬁ{cos(§j+isin(§ﬂ
(OA;0B) = (u;OB) = arg(b) = %

e o e 3ol ]
(0C:0%) - (0C:1) - st

* (@,ﬁ) = (ﬁ,@) donc (OA) est la bissectrice de 1’angle (droit) en O

T :
3) . a. Lenombre complexe dont le module est 1 et dont un argument est —— est —1i

On a donc _d=—ic>c—d=—ic<:>d=c+ic<:>d=c(1+i)<:>d=(l—i)(l+i)
c
donc d=2
b <Y 1 oPC L ocop
c OoC

*arg(czdj:_gg(ﬁé;ﬁé):—g donc (OC) L (CD)
(OC)L(CD) et (OC)L(OB),

on en déduit que les droites (OB) et (CD) sont paralléles,

Puisque I’on a

* OCDB est donc un trapeéze rectangle et isocele en C
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