PC-SVT PROF : ATMANI NAJIB
cerccens. NOMBRES COMPLEXES - EXERCICES CORRIGES
On donnez=3++/3 et Z = -1+ 2

. - , =3 — , z
Ecrire sous forme algébrique les complexes suivarts z— 72 ; z, =z[Z ; z3 = Z Zy = 73 75 =—
z

Exercice n2.

1) Calculeriz,i3 eti?

2) En déduire la valeur a0 et deizoog, puis les entiers naturatdels quein est imaginaire pur

3) Déterminer les entiers naturelsels que(1+i)n soit un réel négatif.

Exercice n3.

Résoudre dan€ :

1) Les équation§z+ 2 =(1+i)z-3 etZT_i =4
Z

. . 321 +2= 1-7
2) Le systeme d’inconnues complexgset z, : 1. i
izy+22, =11
3) Les équation®z + iz=3 etz + z2[0z=0

4) Les équation&Zz2 +6z—-5=0et (22 + 2)(22 -4z+ 4) =0

Exercice n4.

. . N e Lz
Pour tout complexe = x+ iy, avecx ety réels,z# -1, on considére le complexg défini par : Z =—1
Z+

1) On noteZ = X + iy, avecx' ety réels. Exprimerx ety en fonction dex ety
2) Déterminer 'ensemble M des points d'affixéels quez soit réel.

Exercice n5.
Dans le plan complexe muni du repére orthonor(rﬁhlﬂ; Y/) , on considére les points A,B,C et D d’affixes exdjves :
Zp=-1-5 ,23=4-3 , - =343 etzp =-2+i

1) Déterminer la nature du quadrilatere ABCD.
2) Déterminer I'affixe du point C’, symétrique du pbiC par rapport a D

3) Déterminer I'affixe du point A’ vérifianDA = DB+ DC
4) Quelle est la nature du quadrilatere A'BC'D ?

Exercice né.

On consideére le plyndmB ( z) suivant :P(z) = Z +9iz* +2(6i - 11 z- J 4+ 12

1) Démontrer que I’équatioﬁ’(z) =0 admet une solution réells

2) Déterminer un polyndm@(z) tel queP(z)=(z- z) ¢ 2

3) Démontrer que I’équatio@(z) =0 admet une solution imaginaire puzg

4) Résoudre dan€ I'équation P(2z) =0

5) On notez, la 3°™ solution de I’équatiorP(z) =0. Démontrer que les points du plan complexe A,E et'affixes
respectivesz,, z, et z,, sont alignés

Exercice n7.
Déterminer le module, un argument et une forme eaptielle de chacun des nombres donnés :

3

2=6-iV2, 2 :—%——;i etz3 = —%+7i . En déduire module et argument 247, , 7 [z et (2,)°
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PC-SVT PROF : ATMANI NAJIB
Exercicen®8.

20
! | +ij
Ecrire1+i/3 et1-i sous la forme trigonométrique et simplifiez = (1;—\/5]
=i

Exercice n9.

Affirmation VRAI FAUX

Pour toutzOC, z imaginaire pur= z=-z

Pour toutzOC, ‘E‘ =-|7

PourzOC et ZOC, z=7 = |4=|7]

Si Re(z) <-2, alors|Z>2

Pour toutz(OC, |1+ iz| =1+ 7

Exercice ni0.
Déterminer et représenter dans chaque cas, I'efsatab points M du plan dont I'affixevérifie la relation donnée :

-3 -[z-3
2)[2-3 +2|=|2+3]

3) \E—4+i\=1

4) arg(E) =arg(-z) (2n)

Exercice nil.

1) Résoudre dan€ I'équation z° -2z+ 4= 0. On désigne pag la solution de partie imaginaire positive et par
l'autre solution

2) Déterminer le module et un argument de chacunsaasonsz, et z,

3) Déterminer le module et un argument(ag)’ et (z,)*

Dans le plan muni d'un repére orthonormal diré@tu; v), on considere les points A,B,A’ et B’ d’affixesspectives :
1+i/3 ,1-iv/3 , -2+ 2i/3 et -2-2/3

4) Déterminer la nature du quadrilatére AA'B'B

5) Démontrer que le triangle AA'B’ est rectangle.

6) Déterminer I'ensemble des points M d'affixgérifiant ‘z—1+ i\/?%{ =2/3.

Exercice ni2.

Pour tout nombre complexeon définit : P( z) = 7+ 2(\/5 - 1) 22+ 4(1— \/_2) z-8

1) CalculerP(2). Déterminer une factorisation B€z) par ¢-2)

2) Résoudre dan€ I'équation P(z) =0

On appellez et z, les solutions de I'équation autres quezg ayant une partie imaginaire positive.

Verifier que z + 2, = ~2J/2. Déterminer le module et un argumentzect de z,.

3) a) Placer dans le plan, muni d’'un repére orthonodirakt (O; u; T/) (unité graphique : 2 cm), les points :
A d'affixe 2, B et C d'affixes respectiveg et z,, et | milieu de [AB]

b) Démontrer que le triangle OAB est isocéle.

En déduire une mesure de I’anﬁlé; 67)

c) Calculer l'affixe z; de I, puis le module dg

o ; - 3 . 31T
d) Déduire des résultats précédents les valeurseﬂdet:osg et S|n§
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Exercicen®13.
On considére le polyndme P défini jafz) = 7 —62° + 242> - 1& + 63

1) CalculerP(i\/§) et P(—i\/§) . Déterminer le polynéme Q du second degré a @efiis réels tel que pour toat1C,
onaP(2) :( Z +3)Q(z)

2) Résoudre dan§ I'équation P(z) =0

3) Placer dans le plan complexe rapporté au repﬁnermrmal(o; U;”) (unité graphique : 2 cm) les points A,B,C et D
d'affixes respectives z, =iv/3 ; z, =-i\/3 ; z. =3+ 2/3 et z, =z,

n

4) On note E le symétrique de D par rapport a O.dPlée point E sur le dessin. Montrer quZ%:—z';=e_l3 et
£

déterminer la nature du triangle BEC

Exercice ni4.

® 14=[2-9
z étant un complexe, on n le systém .
arg(z’ :%T+ 2k, kOZ

Le plan est rapporté a un repere orthonormal ﬁa& \7)

1) Donner le module et un argument des trois complexée/ants : a = J3+i b=-2+2 c=3+3

2) Parmi les complexess b etc, lesquels sont solutions du syst&i8g? (justifier la réponsg

3) M étant le point d'affixe, etA étant le point d’affixe 6, traduire géométriquernies deux contraintes dé&) .
4) Résoudre le systen(&) par la méthode de votre choix.

Exercice ni5.
Soit le plan complexe P rapporté au repére orthnabdirect(O;E_;g)

On définit dans P une suite de poifiMd,,) = d'affixes z, définies par :

1+i+/3

z, =8 et pour tout entier naturg| z,, = 2

z,

1) Calculer z, en fonction den.

2) Pour tout entier naturel, calculer le rapporizﬁ
+1

En déduire la nature du triang@M M ., et montrer que M M ,, =kOM

déterminer .

3) Si r, est le module de, , donner la limite de,, si n tend vers plus l'infini. Quelle interprétatigéometrique peut-on

donner ?

ou k est un réel strictement positif a

n+l n+l?

Exercice ni6.
On considére I'applicatiohdu plan qui a tout point M, d’'affixedistincte de & associe le point d’affixe :
.z
zZ= .
z-2
1) Pourz# 2i, on posez = 2i +re'
2) A est le point d’affixe
a) Déterminer 'ensemble;Hles points M pour Iesque||z' —:Ij =3

9, avecr>0 et @R . Ecrire Z —1 a l'aide der et &

b) Déterminer 'ensemble fles points M pour lesqueirg(Z —1) :%T

(271)

c) Représenter les ensemblesEE
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Exercicen®17.

. : Vs
1) Déterminer la forme complexe de la rotatice centreQ(—l) et d’angleg

T

_Ii

Préciser I'image pardu point A d’affixee 3
2) Soitt la transformation qui a tout point M d’affixe zsasie le point M d'affixe z = Z—\/éi

a) Caractériser la transformation
b) Donner la forme complexe der
Reconnaitre cette nouvelle transformation en détenmb ses éléments caractéristiques

Exercice ni8.
On définit la transformatiohdu plan par sa forme complexe :

Z+3-4i=2(z+3-4)
1) Quelle est la nature de I'applicatib
2) Déterminer I'imageC’ parf du cercleC de centre A(-2+i) et de rayon 1
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PC-SVT PROF : ATMANI NAJIB
Exercice n°1 NOMBRES COMPLEXES - CORRECTION

7=2-7=3+3-(-1-2)=3+/3+ 1= 2=| 4 (V3 Ji
7= 207=| £ =[3+/3[ = F +(V3) [=12
2= 22=(3+VA) =3+ 2x3x3+(V3) =0+ 643 +(V3) (i)2=9+6J3- 3=[6+ 6/
2 =2%=(-1+2)" = (-1 +3x(-)*x(2) + (- I x( 2)° +(2)’
=-1+6-3x(-4+ 83 =-1+6+12+ 8xi? =-1+6 +12- 8=[1F ¥

=1

2
[

_3+3 _ (3+V3)(-1-2)  3_3xa-y3- 2/

5T oa  (2)(1-2) (1?-(a)?
_—-3-6-J/3+2/3_ 2\/5’_34(6“/—3) = 2\/5_34 o2
Ty 5 Ls :

Exercice n°2
2
1) On calcule successivemeift= -1, i =i°xi = -1xi =[] eti* = (iz) = (—1)2|=_1|

2) La division euclidienne de 2006 par 4 fourBB06= 4x 50% 2

Ainsi, 2008 = #80% 2= * 50; %(i4)5°1x(—1) = (1% (-1) =[]

La division euclidienne de 2009 par 4 four@®09= 4x 502 1

502
Ainsi, 2009 = j 4502 1_; # 50%; :I:(i4) xi =(1)502xi _m

Notonsq etr le quotient et le reste de la divisionrdpar 4. On a donai =4q+r avecO<r <3
Sir=0, c’est-a-dire si=4q, i" =i%9 = (i4)q =(1)?=[1

Sir=1, cestadire simdgr1, i =9 =i #9xit = (14) xi = (1) xi =]

Sir=2, c'est-a-dire si=4g+2, i" =i ¥9*2 =¥ xj? = (i4)q xj2 = (1)q x(-1) =

n_- . . 4\9 . .
Sir=3, cest-a-dire si=dqr3, i =i ¥93 = FAx3 = (|4) xi% = (1)9x(-i) =[]
Les entiers naturelstels quei " est imaginaire pursont donc de la formelg+1 oun=4qg+3

3) Déterminons la forme trigonométrique fei : Le module de Jj+est|1+i| =12+12=./2.

J2 1 2 V4

Un argumentd del+ vérifie 0086?=i =— etsinf=—=—.60=

2 2 2 2 a4

(27) convient

IT T n /i
|— 1— IN—
Ainsi, 1+i =~/2e 4, et pour tout entier nature(l;l.+i)n :{\/Ee 4} = (\/E)n e 4

(1+i)" sera un réel négatif si et seulemeﬁ} =+ 2k, k07 « |n=4(2k+1), kD Z|

Les entiers naturelstels que(1+i)n soit un réel négatif sont donc de la forb@ 4(2k+1),k DZ|
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PC-SVT
1Exercicen°3

5z+2 =(1+i)z-3 = z(5-(1+i))=-2i -

PROF : ATMANI NAJIB

3= z(4-i)=-2i-3

_-2i-3_(-2i-3)(4+i) _-8-22-12-3 212 f__10_11
4-i  (4-i)(4+i) 42 -2 16+1 17 17
Ainsi, |S= —E—Ei
17 17
Pourz# -1,
z-i_ . . . :
—=4i = z-i=4i(z+]1) = z(1-4i)=4 +i
= (2+1) - 2(1-4)
Lo 5 _ 5i(1+4) _ 5i+20° _ 5-20 __20,.5
1-4 (1-4)(1+ 4) 12-(4)* 1-(-1§|_17 17
Ainsi, |S= —A)H—5
17 17
2) On résout le systeme par combinaison :
3Zl+ o) =1-7 Ll 621 + 222 =2-14 2_1
iZl+222 =11 L2 iZl+222 =11 |_2
_2-25
{(G—i)zl=2—14—11 2,-L, |36 “h7h
izp+2z, =11 L, 2, = 1 ;izl L,

On obtient donc :

_2-25 _(2-25)(6+i) _12+24-150- 28

177651 (6-1)(6+1) 36-i2
12+ 2-150+ 25 37 14—
= = =1-4
36+1 T
puiszz=1:u |g1 4) _11 |2+4| _ 4;10 _[2+5|
Finalement, S={(1— 4i -2+ 5)}

3) Si on posez = x+ iy, avecX, YR , I'équation 2z + iz=3 devient équivalente a :

2(x+iy)+i(x-iy) =3 = 2x+ Ay +ix-i’y=3

= 2x+y+i(2y+x) =3

o _|2x+y=3
donc équivalente au syste %

{ |

y=3-2x I
6-4x+x=0 L,
Ainsi

{2-1}

2x+y=3 L
2y+x=0 L,

y=3-2x Ly
2(3-22)+x=0 L,

{

y=3-2x L
X=2 L2

S

, que I'on résout par substitution :

y=-1 14
Xx=2 L2

<~

{
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PC-SVT B ) PROF : ATMANI NAJIB
Si on posez = x+ iy, avecx, yOR , 'équationz2 + zz=0 = z° +|Z“ =0 devient équivalente a:

(x+iy)2+x2+y2:O o X2 H+2xy— VP + X+ Y =0 26+ Axy=0

donc équivalente au systén{é(2 :O. Les solutions sont donc tous les coup{é(szo , C'est-a-dire tous les nombres
xy=0 yOR
imaginaires purs.
4) On calcule le discriminant de I’équatie1222 +6z-5=0:
A =67 - 4x(~2)x(-5) = 36— 40=- 4=( 2)°
L’equation admet donc deux racines complexes cogjes :z; = 6-2 = —3+—1i etz = 6+2 = §——1l
2x(-2) |2 2x(-2) |2 2

L’équation (22 +2)(22 -4z + 4) =0 se réécrit(z+ i\/E)(z— i\/E)(z—Z)2 =0, et admet donc comme ensemble de

solutions S={—i\/§;ix/§;2}

Exercice n°4
1) Pour tout complexe = x+ iy, avecx ety réels,z# -1, on calcule :

Z,:z—i=x+iy—i:(x+iy—i)(x+1—iy)=x2+x—ixy+iyx+ iy— Py — ix— i+ i’y
z+1 x+iy+1 (x+1+iy)(x+1-iy) (x+1) +y?

2 _ v 2 _ v —
SXEXEY oY YmXTL gl 2 X EXEY Yy o Yo xl

(x+2)° 4y (x+2)+y? (x+1)"+y’ (x+1)°+y’

y—-x-1

2)zOR = y=0e ——————
) y (X+1)2+y2

=0= y-x-1=0+ M appartient donc a la droite d’équatigre x+1

Exercice n°5
1) On calcule d'une parzzg = 25 ~Zp =4-3 —(-1-5)=4-3+ I+ 5= 5 2,
Et d’autre partzgs = Zc = zp =3+3 —(-2+i) =3+ 3 + 2-i =5+ 2

Puisquezﬁ3 =Zpg.onen déduit quéﬁ= DC, donc gue le quadrilatéere ABCD est un parallélogre.

2) Si C’ est le symétrique du point C par rapport,éalbrsD—C37 =CD, ce qui se traduit pafy= = Zgp . c'est-a-dire
2o -2p=2p-2c = 2o =22p ~ 7 =2(-2+i)-(3+3)

=-4+2-3-3=[-7-]

Ainsi z- :

3) L'égalité vectorielleDA' = DB+ DC se traduit, au niveau des affixes, par:

Z5s = ZpgtZpe © Za "Zp=Zg—ZptZc—Zp
o Zy =2Zg+2Zc-Zp=4-3+3+3-(-2+i)

= |Zp =9-ij

4)  On calcule dune part zZzp=zg-zxy=4-3-(9-i)=-5-2, et dautre part
Zsw =20 —2p =—7-i—(-2+i)=-5-2

Puisquezzg = Zg= , on en déduit quéﬁ: DC , donc que le quadrilatére A’'BC’D est un paralléogme.
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Exercicen°6 _
1) En réécrivant autrement le polynéme P, a savoir :

P(z)= Z-22z- 36+i ( ¥?+ 12— 1?= 2’ -22z- 36+ 3( 2+ 4- A) on s'appercoit que sk est une racine
réelle deP, alors on doit avoir nécessairemezjt—22z — 36= 0 et 3z + 4z, — 4= 0. Cherchons donc les racines
réelles du polyndme R(z) =3z° +4z- 4 en calculant son discriminantA = 4% - 4x 3x(-4) = 16+ 48 64 3

~4-/64 -4++/64

2
d’ou I'existence de deux racines reelleszi -2 et %3 —5 Sur ces deux racines, seule -2 est racine du
X

polynéme S( z) = 7 —22z- 36. Ainsi la seule racine réelle &eest|z = -2
2) Il existe donc un polynomeQ(z) tel que P(z)=(z—(—2))Q(z) = P(2=(2z2) q k. avec
degQ= dedP- E 2donc de laform&(z) = aZ + bz c

Pour trouver Q, effectuons la division euclidiende polyndme P paz-2 (puisque I'égalité ci-dessus entraine

Q(Z):M, pour toutz # —2) 2 4%t 426 -11)z - 3(4i +12) z+2

— ‘ ) ‘ , S
On obtient : 7 427 ' +(%-2)z —6i—13
(%i— & —11)z - 3(4i +12)

(%i-2)2° +2(% -2)z

Le polynéme Q est donc :

Q(2)=Z2+(9-2)z-6(i+ 3

(—6i-18)z-3(4i+12)
(—61-18)z-121 - 36
0

3) On calcule le discriminant du polynédme Q :
A=(9i- ) — 4% 1><( gi + 3)=—8l— 36+ 4+ 24+ 72- 5 12 Lastuce est de remarquer que

-5-124 =(2— 3), ce qui permet de calculer les deux racines complede Q: L'une vaut

-9-2)-(2-3) -6 -(9-2)+(2-3) -

( ) ( ) = o =-3 et l'autre vaut ( ) ( ) 12+ 4 -6 + 2. L’équation Q=0 admet
2 2 2 2

donc une solution imaginaire purez, = —3i

4) L'autre solution de I'équation @EO ayant été calculée ci-dessus, et par appicate la régle du produit nul,
P(2)=0<= (z+2)Q(2=0<= z+2=0 ou Q(2)=0 etainsiS={-2;-3;-6 + 3
5) Notons A le point d’'affixez, = -2, B le point d’affixe z, = =3 et C le point d’affixez, = —6i + 2

L'affixe du vecteurAB vaut z, — z = —3i + 2. Celle du vecteuAC vaut z, — z = —6i + 4

Puisquez,— Z = 2(22 - q), on en déduit queAC = 2 AB, c'est a dire que les vecteursB et AC sont colinéaires,
donc que les points A,B et C sont alignés

Exercice n°7
Le module dez vaut‘\/g—i\/é‘ = \/( )2 +( ) =2/2
& _\3 f

Un argumentd de z vérifie C0S8 =——= =— etSind =

242 2 22

seR SRR
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PC-SVT PROF : ATMANI NAJIB

1 1
Un argumentd de z, vérifie cosd =2=-1__ Q etsing=—2 = I —ﬁ. 0= 3 convient
S R N A
2 2
BEL
Ainsi, z,=—e 4
2
Pour z3, on reconnait directemeizg = — 5 \/2_| =Co %Tjﬂ Sin(%j
21T

21T "y
Le module dezz vaut donc 1, un argumen{3— Une forme exponentielle est doag=e 3 .

577' 5 i3n I(Sﬂ 377') IE
On calculez [, = 2\/§ 6 x—-e 4 =2e\6 4)=2e12

T
Le module dez [z, vaut donc 2 et un argument del iz, est doncl—2

577 .277

51 277)
| +
On calculez (73 = 2\/5 6 xe 3 =22 ( 2\/5 6 —2x/§e 6 _2\/56 2

Le module dez Lz vaut donc2v/2 et un argument de, [z est donc—g

2
.31 —=\2 . 2%x311 31T T

—l— = —-— 1—
On calcule(z,)* = %e 4 :( Zj xe 4 _%xe 2 :%er

2
Le module de(zz)2 vaut donc% et un argument dézzz)2 est doncg

Exercice n°8

Notons z, =1+i~/3. Alors le module dez, est|zl| =2 +(\/§)2 =1+3=+/4= 2. Pour trouver un argument de,

i
cherchonsd tel quecosd =% etsingd = @ . On trouved = 7—;[277] Ainsi |z, = 23

De méme, notong, =1-i. Alors le module dez, est|z,|=+/2*+(~1)" =+2. Pour trouver un argument dg,

cherchonsf tel quecosd = 1.y \/E etsingd = 1 —Q . On trouved = _7_1[2771 . Ainsi |Z, = Joe 4
J2 N 4
. : 5 iz Jm
Le quotient1+ I\,/é s'écrit doncl+ I\_/:_g = G = \/Ee[s ( ‘Jj = ﬁe 12
1-i 1-i J2e -7

Alors z—(l I\E’J (\/_elzj :(\/_)Zoeizolxzm:((\/E)ijeligﬂ

140m _ 6x 241 41

Commel40= 6x 24~ 4 on aura -— =6Xx 271——5——[2 ]
12 12 12
o m
Ainsie 12 =e 2 =co T +isin T =1—£i
3 3 2 2

10 .
Enfin, ((\/5)2) =2°=1024En conclusionz=(11|\./§] —1024[; \/2:_3 ] =512- 512/ 3
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Exercicen9 _
1) « Pour toutzOC, zimaginaire pur= z=-z » estVRAIE . En effet ; pour tout complexe= x+ iy, (x ety réels),

z imaginaire pur= x=0 = z=-z=-iy

2) « Pour toutzOC, ‘E‘ =-|7 » estFAUX. En effet, pour touzOC, ‘E‘ =|2

3)«PourzOC et ZOC, z=7 = |7=|Z| » estFAUX. Exemple : deux complexes.

4) « SiRe(z) <=2, alors|Z > 2 » estVRAI . En effet, siz= x+ iy, (x ety réels), et six< -2, alorsOM :\/XZTy2 >2,
c'est-a-dire|Z > 2

5) « Pour toutzOC, [L+iz|=v1+Z* » estFAUX. exemple :z=-i

Exercice n°10

Dans le plan muni du repére orthonorr(@; G; V),

1) Si on note A et B les points dont les affixes eztiyes sont 3 eti3et M le point dont I'affixe est not& I'égalité

|z-3 =|z-3i| se traduit par AM=BM. Le point M étant équidistates points A et B, il appartient & la médiatriee d

[AB]. |'ensemble des points M du plan dont I'affizesérifie |z—3 =|z~3i| est donc la médiatrice de [AB], avec A(3)

et B(3)

2) Notons C le point dont I'affixe est —2i+3
Puisque[2+ 3| =22 +3% =13, légalité |2—-3 +2|=[2+3| = ‘z—(—2+3)‘ =13 se traduit paCM =+/13

Le point M appartient donc au cercle de centre @eetayon\/l_S. |L’ensemble des points M du plan dont I’affiz{e
vérifie |2~ 3 +2z| =|2+ 3| est donc le cercle de centre C(-B+8 de rayonv13

. — _ - (2
3) Si on posez = x+ 1y, avecX, YLR , I'égalité ‘z—4+|‘ =1, équivalente +2—4+I‘ =1% = 1, se réécrit

x=iy=4+i =1 |x-4-i(y-1 =1 |(x-4)* +(y-1)* =1

L'ensemble des points M du plan dont I'affixgérifie ‘E—4+i‘ =1 est donc le cercle de centre Di{et de rayon|1

4) Puisque pour tout complexez, arg(E):—arg(z) (2m1) et arg(-z)=arg(z)+m(2m), Iégalité

arg(E) =arg(-z) (27) se réécrit-arg(z) =arg(z) + 7 (27), soitarg(z) = —7—2T (7).

L’ensemble des points M du plan dont I'affizevérifie arg(E) =-arg(z) (27) est donc 'axe des imaginaires purs,

privé du point ©
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Exercice n°11
1) Le discrimant de I'équatiorz® —2z+ 4= 0 vaut A =(—2)2 -4x1x 4=-12 L’équation admet donc deux solutions

2 H 1 . _ .
complexes conjuguées = iy a=2+§\/§= et22:2 gﬁ:

2
2) On calcule|z| :‘1+i\/§‘ =P +(\/:_3)2 =Ja=[2 et|z)| =‘1—i\/§‘ v +(_\/§)2 =Ja=[2.
Carg(z)or] | ©d8)=5 cog6,) ==
Sion noteg1 _arg(zl)[z ] , alors 2 1 8, =7—T[2n] et 2 =6, = —I—T[Zn]
6, =arg(z,)[ 271 sin(q):ﬁ 3 sin(4,) =—§ 3

3) On calcule(z,)° =(1+i\/§)2 =-2+2/3et(z) =(1—i\/?'3)2 =-2-24/3.
Ona anr#(zl)z‘ =‘—2+ 2\@ =./(-2)° +(2«/§)2 =16=[4 (remarque ‘(21)2‘ =|z|"). De méme{(zz)2 =[4].

-2 -2
a=agf)er] )=y T By o
Si on note , , alors N alz?[zn] et Yl =_?[2ﬂ]
a, =arg(Z)[27] sin(a,) = 243 sin(a,) - —24 3

4) On calculez,; =73 — 7, = —2i/3 et ZW: Zy —Z) = —4I\/§. On constate qu%Z Zzﬁ.
On en conclut que\ B' = 2AB, donc(A'B)//( AB), dong le quadrilatére AA'B'B est un trapgze

5) On calcule respectivementAA =|z, - 7| =‘—3+i\/§{ =.[(-3) + (\/:_3)2 =12
KB =|7 - | =|-43= (—4@)2 = 4/3=48et AB =|z, - ;|=\—3—3fﬂ:1/(—3)2+(3@)2 =/36

L’égalité AB?= AA?+ AB? nous affirme que le triangle AA'B’ est rectangk eectangle en|A
6) L'égalité ‘z—1+i\/§‘ = 2/3, réécrite en‘z—(l—i\@)‘ = 2/3, se traduit parBM =2J3. L’ensemble des points M

d’affixe z vérifiant ‘z—1+ i\/§{ = 2/3 est donc ¢ cercle de centre B et de raydé.
http:// wwww .xriadiat.com
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Exercicen®12

1)OncalculeP(2) =22+ 2(V2-)x 2+ {xV/2x 2 8 8 § 2 8 8628 O

On peut donc factorisé(2) par ¢-2). Il existe donc trois nombresb etc, tels que pour tol,
P(2)=(z-2) (az2 + bzt () . Déterminons,b etc par identification. Pour tout

(z—Z)(azz+ bz+ C): a3+ bz+ cz2 &z 2bz-2c

. Ainsi, on aura(z—-2 az’ + bz+ 4= pour toutz si
=az+(b-29 Z+(e2h z2 ¢ A )( a i

a=1
b-2a=2(2- a=l

et seulement S , Ce qui nous permet d’obtenijib = 2J2.
c-2b=4(1-V2) c=4
-2c=-8

Ainsi, pour toutz, |P(z) = (2—2)(22 + 222+ 4)

2) D’apres la régle du produit nuP,(z) =0 si et seulement si z-2=0<=>z=2 @ + 2\/2z+ 4= 0
2 2
On calcule le discriminant de cette derniére équatiA = (2\/5) —4x1x 4= § 16-- 8=( 2/_@

L’équation 22+ 2J2z+ 4= 0 admet donc deux racines complexes conjuguées :

leﬂ:_ 2++/2 et22=ﬂ=—ﬁ—\/§.0nvériﬁequezl+ 22=—2\/§.
: 2 2
Le module dez; vaut‘—x/z+x/_2‘=\/(—\/§) +(\/§) =2

\/E 3T

Un argumentd de z vérifie cosd =72 etsing = 0 = (27) convient

Puisque les racineg et z, sont conjuguées, le module dg est le méme que celui dg, a savoir 2, et un argument de

http:// wwww .xriadiat.com
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b) On calcuIeOA | 27| =|2| = 2 et OB =] 3| = 2. Puisque OA=OB, le triangle OAB est isocéle en O.

Puisque le trianble OAB est isocéle en O, la méd{@1) issue de O est aussi bissectrice de I awg]B.

Une mesure delangleu OI) est donc;(sfj :%ﬂ

ZA+ZB=2—\/§+\/_2 V2 2

_1__

c) Puisque | est le milieu de [ABF, =

2 2 2 2
2
Le module dez; vaut donc{l—%+ % \/(1—%) +(§j =, [1- \/§+ 2 =\2-
d) Puisque(ﬂ;a) =%T (27), on a doncarg(z ) =% (2m)
N2 V2
Et puisquez, —1—£+|£ on en déduit alors queosg—ﬂ— |Z||2 = 2_35= 22;:/_5_2= 2;\/5 , et que
22
Ginl=2 -2 V2o 2y 2+42 \/_\/2+x/_ _2(2+2|_J2+2
8 |z] Ja-vz2 22v2 alovalav2 \/22 22 2

Exercice n°13
1) On calcule :

P(iv3)=(iv3) - 6(iv3) + 24iv3 - 16iv 3+ 63(v3)'i*-6(v3) i*+24(v3) 2 -183+ 63
_ ((@)ij(ﬁjz _6(@)2 x(\/g)i;xi +24(\/§)2i;—18’\/73+ 63
=9+18/3- 72 18/ 3 63- 63 3 |0

et de méme

P(-iv3) = (—iJé)4 —6(—iJ§)3 + 24(—iJ§>)2 -18(-iV/3)+63= (—\/5)4i4 —6(—\/5)3? +24(—J§)2i2 +18+/3+ 63
~((~8 ) i) ~6(~8) (~B)izxr s 2o~ 103 63

=9-18/3- 72+ 18/ 3 63 - 68 63 |0

Les complexesk/g et —i~/3 sont donc racines sur polynéme P.
Ainsi, il existe un polynédme Q du second degréeffaents réels tels que :

P(z):(z—i\/é)(z+i\/§)Q(z)«:»P(z):(zz—(i\/g)z)Q(z)aP(z):(i+3)Q(z)Pour trouver Q, on

effectue une division entre polynébmes : Pour todifférent dei\/é et
POy 2t — 627 +24z% ~18z+63 | Z2°+3

-iv3,0na
P(2) . z* +3° 22 _6z421
Q(2z) =—+—. On effectue la division : >
z+3 62 4212 — 182463
Ainsi [Q(2)= 7 -6 z+ 21 S 18,
21z +63
21z° +63
0
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2) Puisque P(z)z(22+3)(zz—6z+ 21), la régle du produit nul affrme queP(z)=0 < z2+3=0. Ou

7 -6z+21= 0 Résolvons I'équationz’ —6z+ 21= 0 = Q(z)=0 en calculant le discriminant du polynéme Q:
A=(—6)2—4>< Ix 21= 36- 84— 48 Le polynbme Q admet donc deux racines complexesjugquées
—-(-6)+iv48 ' -]
(6) 148 _6+ 4V 553 o1, =2=3-243 nsi[S=(15 153+ 2V 3. 2V}

2x1 2
3) cf fin d’exercice

4) Si E est le symétrique de D par rapport & O, ators -z, = —(3— Z\/é) =-3+ 23

Z—7% _ 3+2V3+iV3 _ 3+ 3/3_ #iV/3

Z.—-7 -3+243+iV3 -3+3/3 - #iJ3

On multiplie numérateur et cénominateur de la fomgpar la quantité conjuguée du dénominateur :
-7 _ (1*V3)(-1-V3) __1-iy3-iVars_ - 23 1 3

e~ 4 (—1+i\/§)( 1—|J?3) (- ) (,\/g) 1+3 2 2

V3

On détermine module er argumentéei7 :

On calcule alors

2 2
Le module de ce complexe va %] +(§] = %+% :\/1:1. On cherche ensuité tel que COSH=% et
sind = —ﬁ. On trouved = —7—T[277] . Ainsi "% =1—|£ = e_|5
2 3 -2 2 2
’g BC

e 3 e BE =1« BC= BE, donc le triangle BEC est isocele en B.

De I'égalité précédente, on déduit c{&é— =
e~ 4

De plusarg(zc ZB] [277] - (BE BC)[— 277 , dond le triangle BEC est finalement équilatéral
4

Figure :
E !
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Exercicen°14

3
2

1) On calculelal =‘\/§+i‘ = (\/C_%)Z +1 =4 = 2. |Le module de vaut donc P, et on chercie tel quecosd =~

etsind= % . On trouved = %[277] .|Un argument da est donc%r

On calcule o =|-2+ 2| =/(-2)"+ 2 =8 =2/2. |Le module deb vaut donc 2\/§| et on cherched tel que
2 _-1_ 2

cosf=——=—== —7 etsing =%. On trouved =377T[27T] .|Un argument db est donc3—n

On calcule |¢[=|3+3|=vF +3 =/18=3/2. |Le module dec vaut donc 3v2| et on cherched tel que

3 1 J2 . 3 1 2
—S|m9——2———2

n
. On trouved = —[277] Un argument de est donc—

2) La condition arg(z’ E+2kn kDZ - 2arg)= —+2le kDZ < arg(z)= —+le KOZ permet déja
d’éliminer les complexes a e b . Seul Ile complexe ¢ est candidat. On calcule
c-6/=|3+3-6=|-3+ §=,/(-3)"+3F =18=3/2. Comme|c-6| =|d|, [le complexec est le seul & vérifier]le
systeme ($)

3) La contrainte|Z =|z-6| - [z-0/=|z-§ se traduit par la condition géométrigl@M = AM| La contrainte

arg(z’ )——+2k77 kOZ - 2arg)= —+2k77 kOZ - arg(z)= —+k77 k(O0Z se traduit par la condition

géométrique(a; W) = 2 +km, KOZ|.

4) Les complexes solutions du syste® sont les affixes des points d'intersection de &diatrice de [OA] et de la

droite formée des points M tels qu@é;W) =IZT+ krr,kOZ , cest-a-dire la®° bissectrice. Ces deux droites n'ayant

qu’'un seul point d'intersection, on en déduit geesystéme (S) n'admet qu'un seule solution. Caitatisn est Ip

complexed, comme démontré précédemment.

Exercice n°15

. +i4/3
1) La suite(z,) . est une suite géométrigde raisong = \/_

Forme exponentielle de —I—\/é , \/5 ‘/— —\/:1 ==, et si on noted un argument de, a

1
217 pres, on aos(6) —4_1 et sin(6) =4 zﬁ d’ol on reconnaT19=—[2n] et ainsiq zieig.
1 2 1 2 3 2
2 2
|\/_ 1 Vi my 1 5
(on pouvait aussi directement remarquer que— = cos—+isin— |==e?3)
2 2 2 2 3 3 2

Ainsi, pour tout entienN z = z x d =8(%j (ei3j =8(%j e
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2) Pour tout entien N, puisquez, # 0,

1+i/3 1+i/3 1+i/3 4
2.-2_ 4 > h_ 4 14 . -3+i\3 4 (3“*/‘73)(1"*/_3)

Z. 1+i/3 C 1+iV3 1+iV3 4 1+|\/§ (1+|\/§)(1—|\/_3)

4 & 4 4
2
-3+3/3+4/3-i2(\3) _afa-3r3 =
= ~ = =
1-(iv3) 4
En calculant module et argument de ce dernier cexepl on obtient Zra ~ ‘ ‘\/ﬁ‘ f =
Zhu M.

Manl:x/_C’:OMn+l (le réel k dont parle |‘énoncé est\/’:%.). De plus, arg(%}zarg(\/&)[m] o
+1

n+l’

(OM ;M MM) [27T] donc le trianglecOM_ M, est rectangle eM .,

n iM 1 n
3) Nous avons calculé, dans la questionl), que murentiernN z, :8(%j e 3. Ainsi|r, :8(—j , et puisque

O<% <1, lim (lj =0, dong lim r, =0|, donc le pointM , a pour position limite le point O lorsqueend vers plus

no+ol 2 n— +oo
Exercice n°16
1) Pour toutz # 2i, on calculez —1= Z+i_ -1= Z+i_ —Z_Zi = 3 -
z-2 z-2i z-2 z-2
Sion posez=2i+rei9,avecr>0et9DR,alorsz'—1= 3 = 3.i = 3' zie_ig

z-2i i+re'? -2 rel? r

(7T
. _ Lo _3 15 g _|3 '[‘9)
Enfin, on peut écrir? —-1=—¢'¢ =Z¢ 2 16 -2l 2
r r r

2) a) Un point M aura une affixeveérifiant |z’ —J] = 3 si et seulement si :

(IT
3el2 )23
;

3

r

i(_gj
e'\? :3©3=3«=1=1©r=1
r r

1
Ainsi, on auraz= zy + & « z— 7z, = & ce qui impliqudz- ZA|=‘ é9‘=1 = AM =1etarg(z-z,) =6 (27).

Le point M appartient donc au cercle de centre deetayon 1. Eest donc le cercle de centre A et de raypn 1.

(7T
(3
b) Puisque Z-1=-e‘2 /, on aura arg(z'—1)=g—6? (277). Un point M aura une affixez vérifiant
r
v
arg(z'—1)=lzr (2m) si et seulement si:g—ﬁ Z (2m) = 49=77: (2m). Ainsi z-1zy,=e4, donc
(U;m) =IZT (271) . Le point M appartient donc & la demi-droite dyime A et d’équation polair€=77: (2m)

E, est donc la demi-droite d’'origine A et d’équatjmriaire 8 = 2
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Exercice n°17

_ n : . .
1) La rotationr de centreQ(—l) et d’angle§ est la transformation qui, a taassociez = r(z) tel que

Z-7n=e3(z-g) - Z+1=e3(z+1) = |Z=e3(z+1)-1, ouencorgZ =

i i i ,_(1.43.) V3. 1
2 2

—l— i— —-l— I—
L'image parr du point A d’affixee 3 a pour affixezy =r(zp)=e3| e 3 +1|-1= 1+e3 -1=|e 3

T
—l— i—
L’image parr du point A d’affixee 3 est le point d’affixee 3

2) a) Si on notew le vecteur d’ afflxe—\/’:%l , alors| la transformationest la translation de vectewr,
b) Pour tout complexe,

e g

=(1+§i]z+£i——l—\/§i =(1+£i]z—£' ———[1 \/EJ [1+§iJ=eigz— elg

2 2 2 2
Déterminons les éventuels points fixes de cettestoamation, en résolvant I'équation :

tor(z)=z
({3 ) (-2 ) {ij—
2 2

2 2 2 2 2

On reconnait I'affixe du point A. L'unique poinké de la transformatiobor est le point A
7T T Vi T
i— i— i—
En écrivant simultanémeter (z) = e3 72— €3 etet zp=e3z- €3,

on obtient, par soustractiots r (z) = zy =€ 3 (2~ 2,)

1%

La transformatiort o est donc la rotation de centre A et d’ané{(
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Exercicen°18

1) Déterminons les éventuels points fixes de cettesformation, en résolvant I'équation :
Z=2-2=2(z+3-4)-3+4

= 2=22+6-8-3+4

= z=-3+4

La transformatiori admet un point fixe , d’affixe zg =—-3+4i .

En écrivant successivement=2z+ 3+ 4 et zo = 2z, +3+ 4, puis en soustrayant membre a membre, on obtient :
Z-7=2(z-1).

‘La transformatiori est donc 'homothétie de centf®, d’affixe zo = -3+ 4i, et de rapport|2

2) Par 'homothétid de centreQ et de rapport 2, 'imag€’ du cercleC de centre A(-2+i) et de rayon 1 est le cercle de
centref(A) et de rayon2x1= 2.
On calcule :

f(A)=2(-2+i)+3+4i=-4+2+ 3+ 4=-H 6
L’image deC est le cercl€’ de centre le poirffA) d'affixe —1+6i et de rayon 2.
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